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1 Einleitung
1 EinleitungDie Quantennatur des Lihtes ist mittlerweile akzeptiert. Hinreihend viele Experimente habenmittels Photonen-Zählung niht-klassishe Phänomene des Lihtfeldes wie das Anti-Bunhing de-monstriert [KDM77℄, die niht mehr im klassishen oder semi-klassishen Bild des elektromagne-tishen Feldes erklärt werden können. Das Jaynes-Cummings-Modell [JC63℄ dient als Grundlagefür die theoretishe Beshreibung und Begründung dieser quantenoptishen E�ekte, berüksihtigtes doh beispielsweise Quantisierungse�ekte in Resonatoren und sagte das Vakuum-Rabi-Floppingvoraus, eine durh die spontane Emission erklärbare Oszillation in Resonatoren unter Abwesen-heit von Photonen. Der Vorteil des Jaynes-Cummings-Modell ist seine analytishe Lösbarkeit unddie darauf basierende Möglihkeit, mittels einer Superposition von Fokzuständen, von der Liht-Statistik abhängige Rabi-Oszillationen zu beshreiben, sogenannte Collapse- und Revival-E�ekte[SK93℄. Die Grenzen des Jaynes-Cummings-Modells liegen jedoh auf der Hand. Es vermag le-diglih ein 1-modiges Lihtfeld in Wehselwirkung mit einem isolierten Zwei-Niveau-System unterVernahlässigung dissipativer E�ekte zu beshreiben.Vom Jaynes-Cummings-Modell ausgehend sind realistishere Modelle vorgeshlagen worden, iso-lierte Zwei-Niveau-Systeme in Wehselwirkung mit einem quantisierten Lihtfeld theoretish zu be-shreiben [SMMH07℄. Insbesondere wurde die Frage untersuht, inwiefern die Photonstatistik einenEin�uÿ auf Absorptionsprozesse besitzt, also die Quantennatur, die sih in einer harakteristishenstatistishen Beshreibung niedershlägt und die Liht-Materie-Wehselwirkung beein�uÿt([GP94℄,[KC94℄, [Par96℄ ). Die festgestellten Untershiede in der Dynamik können beispielsweise zur Cha-rakterisierung des Lihtfeldes dienen [AHZ97℄ oder als Grundlage zu Untersuhungen von Mehr-Niveau-Systemen [Orr02℄. Über diese Aspekte hinaus wird vorgeshlagen, überhaupt spektro-skopishe Untersuhungen, beispielsweise in Halbleitern [KK06℄, unter quantenoptishen Aspek-ten durhzuführen, also mit der Lihtstatistik als weiterer Kontrollparameter, um Liht-Materie-Wehselwirkung in Nanostrukturen grundlegender zu verstehen [KKKG06℄.1.1 Motivation der ArbeitDie Fragestellung, inwieweit quantenoptishe Prozesse

Abbildung 1.1: LHC-II (T.Renger)
grundlegend wihtig für das Verständnis der Liht-Materie-Wehselwirkung sind, ist insbesondere für diePhotosyntheseforshung relevant. Lihtsammelkomplexe(LHC) können als Coulomb-gekoppelte Zwei-Niveau-Systeme beshrieben werden [RAK+06℄. Berüksihtigtman desweiteren, daÿ das Liht der Sonne die Charak-teristik eines shwarzen Strahlers hat, also das mit demLihtsammelkomplex wehselwirkende Liht thermishund somit nur quantenoptish über den statistishen Ope-rator zu beshreiben ist, so kommt der Theorie quantisierter Anregungen in Nanostrukturen einebesondere Bedeutung zu. Mit ihrer Hilfe läÿt sih untersuhen, inwieweit Lihtsammelkomplexe füreine Anregungsform optimiert sind. Es zeigt sih, daÿ in Coulomb-gekoppelten Systemen Biexzi-tonen, also eine Mehrfah-Anregung, e�zienter durh thermishes Liht angeregt werden können.Diese Arbeit versteht sih vor diesem Hintergrund als ein erster Shritt, Lihtsammelprozesse im
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1 EinleitungLHC-II (eine Kette von 14 als Zwei-Niveau-System beshriebene Chlorophyll-Moleküle [RRRK07℄in der Abbildung 1.1) gründliher zu verstehen.1.2 Aufbau der ArbeitAus der Zielsetzung, die Dynamik der Leitungsbanddihten in gekoppelten Nanostrukturen zuuntersuhen, folgt eine vierteilige Struktur der Arbeit. Ausgehend von den Grundlagen, demHamilton-Operator des Festkörpers und den verwendeten Formalismen in Kapitel 2 und nah derCharakterisierung des Photonenfeldes in Kapitel 3 werden die theoretishen Werkzeuge einerseitsauf einen isolierten Quantenpunkt als Beispiel für eine aktuell interessante Nanostruktur in Kapitel5 und abshlieÿend auf zwei gekoppelte Quantenpunkte in Kapitel 6 angewendet.In Kapitel 2 wird der Quantisierung des Lihtfeldes besondere Aufmerksamkeit gewidmet sowiedem Jaynes-Cummings-Modell in Kapitel 4, das ausführlih behandelt und mit seinen Ergebnissenvorgestellt wird. Mit diesen Grundlagen ergeben sih die ersten Untershiede in der Anregungsdy-namik, induziert durh vershiedene Photonstatistiken, deren Begri� in Kapitel 3 dargelegt wird.Anhand der bekannten Standards werden die theoretishen Begri�ihkeiten zur Untersheidung derLihtfelder entwikelt sowie mittels der entsprehenden statistishen Operatoren für thermishesund gequetshtes Liht Erwartungswertberehnungen durhgeführt, die im weiteren Verlauf der Ar-beit verwendet werden. Ergänzend werden auh niht-stationäre Anregungsformen betrahtet, alsoquantisierte Pulse, die die ersten Shritte darlegen, beispielsweise einen thermishen Lihtpuls alspropagierende Intensitätsverteilung quantenmehanish zu verstehen und auf ein elektronishes Sy-stem einwirken lassen zu können. Ein besonderes einfahes Beispiel für dieses steht in Kapitel 5 imMittelpunkt: ein isolierter Quantenpunkt, der in der e�ektiven Massen-Näherung als Zwei-Niveau-System behandelt werden kann und exemplarish mit den errehneten Zwei-Niveau-Dynamiken derLiteratur verglihen werden kann [Par96℄. Der isolierte Quantenpunkt wird sowohl stationär alsauh niht-stationär angeregt. Die Leitungsbanddihte wird für vershiedene Lihtfeld-Statistikenberehnet und graphish sowie numerish in ihrer Abhängigkeit von der Anregungsstärke vergli-hen. Zur Überprüfung ergänzen jeweils analytishe Betrahtungen die vorgestellten numerishenErgebnisse und erlauben weitergehende Interpretationen und Deutungen. Mit den Ergebnissen fürein isolierten Quantenpunkt werden die Berehnungen in Kapitel 6 für gekoppelte Nanostrukturendurhgeführt, hier bestehend aus zwei Förster-gekoppelten Quantenpunkten, ohne Tunnele�ekte.Die Coulomb-Kopplung überführt die Zwei-Niveau-Systeme in ein Vier-Niveau-System mit einemGrundzustand, zwei Exziton- und einer Biexzitondihte, die gesondert berehnet und miteinan-der unter vershiedenen Anregungsformen verglihen werden. Besonderes Augenmerk wird auf dieBiexzitondihte gelegt, die keine Vergleihsgröÿe in den sonst in der Literatur angestellten Bereh-nungen in einem ungekoppelten Zwei-Niveau-System besitzt.Der Ein�uÿ der Lihtstatistik zeigt erst bei niht-linearer Anregung deutlih meÿbare Untershiede.In den Bewegungsgleihungen der 4. Ordnung im Lihtkopplungs-Element kommt die Korrelati-onsfunktion der Intensität zum Tragen und die Anregungsshema verhalten sih quantativ starkvershieden. Für Exzitonen oder isolierte Zwei-Niveau-Systeme ohne Coulombkopplung beträgtdie prozentuale Abweihung der jeweils erreihten Maxima der Leitungsbanddihte bis zu 4 %.Stark wird der Untershied für die Biexzitondihte in einem gekoppelten System. Hier beträgt derUntershied der jeweils erreihten Biexzitondihten bis zu 40 %, so daÿ der Shluÿ gezogen wer-den kann, daÿ quantenoptishe Beiträge und Charakteristiken interessant für die Erforshung vongekoppelten Systemen sind.
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2 Grundlegendes
2 Grundlegendes2.1 Halbleiter-Nanostrukturen: Der QuantenpunktFortshritte in der Beherrshung von Kristallwahstumsprozessenmahen es möglih, Nanostruktu-ren zu designen. Mittels Wahstumsverfahren wie MOCVD (metal organi hemial vapour deposi-tion) und MBE (moleular beam epitaxy) werden in ein Kristallgitter gezielt Fremdsto�e eingebaut,z.B. InAs in GaAs, um unter Ausnutzung von Quantene�ekte die Bewegungsfreiheit der Ladungs-träger im Halbleiter einzushränken [BGL99℄. Abbildung 2.1 zeigt die vershiedenen Möglihkeitendie dreidimensionale Bewegung des Elektrons einzushränken. Aufgetragen ist die Zustandsdihte
Abbildung 2.1: Zustandsdihten vershiedener Einshluÿpotentiale in Halbleiterstrukturen[BGL99℄.über der Energie. Ohne Einshränkungspotential können sih die Ladungsträger im Kristallgitterin alle Rihtungen ausbreiten, d.h. für jeden Energiewert gibt es auh einen entsprehenden Zu-stand, in dem sih der Ladungsträger be�nden kann. Mit einem Einshränkungspotential kann dieZustandsdihte angepaÿt und in dem Extremfall eines Quantenpunktes von einer kontinuierlihenFunktion in eine Deltafunktion verwandelt werden.Die Bewegung der Ladungsträger ist in einem solhen

Abbildung 2.2: Ein pyramidenförmigerInAs-Quantenpunkt [MGJ01℄.

Fall vollständig eingeshränkt. Die möglihen Energie-werte liegen diskret wie bei einem Atom, weshalb Quan-tenpunkte auh künstlihe Atome genannt werden. Umdie quantisierte Anregung in gekoppelten Nanostruktu-ren zu untersuhen, wird in dieser Arbeit der Quanten-punkt als prominentes Beispiel einer Nanostruktur ge-wählt.Halbleiter-Quantenpunkte können vershiedene Formenund Gröÿen haben. In Abbildung 2.2 ist ein pyramiden-förmiger InAs-Quantenpunkt in einem GaAs-Halbleiterzu sehen, aufgenommen von einem Rastertunnelmikro-skop. Die Ausdehnung des Quantenpunktes beträgt indiesem Fall a. 10nm. Dies ist eine typishe Gröÿe fürselbstorganisiert-gewahsene Quantenpunkte, die somitum eine Gröÿenordnung kleiner als die Wellenlänge vonoptishen Liht sind (a.500nm). Die Bandlükenenergiehängt stark von den verwendeten Materialien ab. Für einen InAs-Quantenpunkt beträgt sie bei-spielsweise zwishen 1eV und 2eV [BGL99℄. Für die resonante Anregung beträgt die Wellenlängedes Lihtes also 850nm. Die Dipolnäherung, bei der angenommen wird, daÿ die Wellenlänge des3



2 GrundlegendesLihtes viel gröÿer als die Ausdehnung des Objektes ist, ist somit gültig. In dieser Arbeit wirddurhgängig angenommen, daÿ sih nur ein Elektron in einem Quantenpunkt be�ndet und die-ses den Quantenpunkt niht verlassen kann. Die Geometrien des Quantenpunktes gehen über dieEigenfunktionen in die Berehnung der Matrixelemente ein [WRRK07℄, die von dem Einshluÿpo-tential abhängen. In den nähsten Abshnitten wird gezeigt, wie die Dynamik der Elektronen inden Quantenpunkten und die mit ihnen wehselwirkenden Photonen mittels des Hamiltonoperatorstheoretish beshrieben werden.2.2 Transformation der Lagrangefunktion des FestkörpersUm die Wehselwirkung von Elektronen in gekoppelten Quantenpunkten mit einem quantisiertenLihtfeld zu beshreiben, muss der Hamilton-Operator des betre�enden Systems aufgestellt werden.Ausgegangen wird hierbei von der Lagrangefunktion [VWW01℄:
L =

∑

n

[m

2
ṙ2n − qφ(rn) + VG(rn) + UDn

(rn)
]

+
1

2

∫ d3r

[

ǫ0ǫm E2(r, t)− 1

µ0
B2(r, t)

]

+
∑

n

q ṙn · A(rn).
(2.2.1)für N Elektronen in N Quantenpunkten (q = |e|), die sih in einem periodishen Gitterpotenti-al VG(r) und einem Einshlusspotential UDn

(r) des Quantenpunktes be�nden sowie untereinanderund mit dem elektrishen E(r, t) wie magnetishen B(r, t) über das Vektorpotential A(r, t) wehsel-wirken. Das Ionenfeld, dessen Shwingungsmodi quantisiert die Elektron-Phonon-Wehselwirkungergibt, geht hier nur über das Gitterpotential ein. Die Quantenpunkte sind eingebettet in einemHalbleiter, der durh eine frequenz- und ortsunabhängige Dispersionskonstante ǫm(r, ω) = ǫmberüksihtigt wird. Dies ist nur gültig, wenn Absorptions- und Dispersionsprozesse des Hinter-grundmediums vernahlässigt werden können.Die Elektron-Liht-Wehselwirkung kann auf untershiedlihe Arten im Hamilton-Operator berük-sihtigt werden. In Gleihung 2.2.1 errehnet sih die Kopplung über das Vektorpotential A(r, t).Nutzt man die Eihfreiheit der Lagrangefunktion:
L′ = L− d

dt
F(r, t) = L− q d

dt
A(r, t) · r,führt die Dipol-Approximation A(r, t) → A(rn, t) aus und wählt für das Vektorpotential dieCoulomb-Eihung, erhält man eine Lagrangefunktion, in der die Elektron-Liht-Wehselwirkungüber das transversale elektrishe Feld E⊥(rn, t) geht:

L′ =
∑

n

[
m

2
ṙ2n −

1

2
qφ(rn) + VG(rn) + UDn

(rn)

]

+ q
∑

n

rn · E⊥(rn, t)

+
1

2

∫ d3r

[

ǫ0ǫm
[
E⊥(rn, t)

]2 − 1

µ0

[
B (rn, t)

]2
]

.

(2.2.2)In Appendix A.1 ist eine ausführlihe Rehnung dieser Transformation zu �nden.2.3 Der Hamiltonoperator des FestkörpersÜber eine Legendre-Transformation kann nun die Hamiltonfunktion des Festkörpers aufgestelltwerden. Das elektrishe Potential wird durh die üblihe Lösung [Ja01℄:
φ(rn) =

1

4πǫ0ǫm

∑

m

q

|rn − rm|
(2.3.3)4



2 Grundlegendesersetzt. Das elektrishe Feld ist im Material über die elektrishe Fluÿdihte mit der Polarisationverknüpft:
D⊥(rn, t) = ǫ0ǫmE

⊥(rn, t) + P ⊥(rn, t), (2.3.4)wobei P⊥(r) =
∑

n qrn δ(r − rn) die Polarisation berüksihtigt, die von den im System vorhan-denen Ladungen, den Elektronen in den Quantenpunkten an den Orten rn, in r induziert wird. Esergibt sih eine Hamiltonfunktion, die aus vier Anteilen besteht:
H = He +He−e +Hp +He−p. (2.3.5)Die einzelnen Anteile erhalten folgende Gestalt:1. Die Energie der quasi-freien Bewegung der Elektronen in dem Gitter- und Einshluÿpotential:

He =
∑

n

[

p2
n

2m
+ VG(rn) + UDn

(rn)

]

=
∑

n

∫ d3r ψ∗
n(r, t)

[

p2
n

2m
+ VG(rn) + UDn

(rn)

]

ψ(r, t), (2.3.6)in die sowohl die Materialeigenshaften des Festkörpers wie die geometrishen Eigenshaf-ten des Quantenpunktes eingehen [HK04℄. Über die E�ektive-Massen- und Einhüllenden-Näherung wird in Abshnitt 2.3.1 gezeigt, daÿ ein isolierter Quantenpunkt als Zwei-Niveau-System beshrieben werden kann.2. Die Coulombwehselwirkung zwishen den Elektronen:
He−e =

1

8πǫ0ǫm

∑

nm

q2

|rn − rm|

=
1

8πǫ0ǫm

∑

nm

∫

d3r1

∫

d3r2

{
ψ∗

n(r1, t)ψ
∗
m(r2, t)ψm(r2, t)ψn(r1, t)

|rn − rm|

}

, (2.3.7)hängt nur von dem Abstand ab, den die Elektronen voneinander einnehmen. Diese Zwei-Teilhen-Wehselwirkung überführt die Zwei-Niveau-Systeme in ein Mehr-Niveau-Systemüber die Förster-Wehselwirkung. Herleitung und shematishe Darstellungen der Coulomb-wehselwirkung sind im Abshnitt 2.3.2 zu �nden.3. Die freie Energie der Photonen im Festkörper:
Hp =

1

2

∫ d3r

[
1

ǫ0ǫm

[
D⊥(rn, t)

]2
+

1

µ0

[
B(rn, t)

]2
] (2.3.8)ist aus dem Poyntingshen Theorem der klassishen Elektrodynamik bekannt [Ja01℄. In Ab-shnitt 2.3.3 wird diese mit Hilfe von ungekoppelten harmonishen Oszillatoren beshrieben,die den bosonishen Vertaushungsregeln genügen.4. Zuletzt die Elektron-Liht-Wehselwirkung:

He−p = − q

ǫ0ǫm

∑

n

D⊥(rn, t) · rn

= − q

ǫ0ǫm

∑

n

∫ d3r ψ∗
n(r, t)

[
D⊥(rn, t) · rn

]
ψn(r, t) , (2.3.9)
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2 Grundlegendesdie hier in Dipol-Kopplung formuliert ist. Sowohl Anregung wie Emission können mit ihr be-shrieben werden. In dieser Arbeit wird quantisiert angeregt und die Elektron-Liht-Wehsel-wirkung daher in Abshnitt 2.3.4 in den Formalismus der zweiten Quantisierung überführt,statt wie gewöhnlih für das Pumpfeld eine semiklassishe Näherung durhzuführen [Muk95℄.Zur Vorbereitung auf die Zweite Quantisierung wurde in den Gleihungen 2.3.6 bis 2.3.9 die La-dungsdihte über die Aufenthaltswahrsheinlihkeit der Elektronen ausgedrükt. Der Term, in wel-hem die Polarisation zum Quadrat eingeht, wird in dieser Arbeit vernahlässigt. In den nähstenAbshnitten gilt es nun, die Hamiltonfunktion als Operator in den Formalismus der Zweiten Quan-tisierung zu überführen.2.3.1 Quantisierung von HeZur zweiten Quantisierung wird das elektronishe System in 2.3.6 durh fermionishe Erzeuger-und Vernihteroperatoren dargestellt:
ψn → Ψn (2.3.10)
ψ∗

m → Ψ†
m, (2.3.11)die den vom Pauli-Prinzip geforderten fermionishen Vertaushungsregeln

[

Ψ(†)
n (r, t),Ψ(†)

m (r′, t)
]

+
= 0, (2.3.12)

[

Ψn(r, t),Ψ(†)
m (r′, t)

]

+
= δnmδ(r − r′), (2.3.13)mit dem Antikommutator [A,B]+ = AB + BA gehorhen [Hak73℄. Dieser trägt der TatsaheRehnung, daÿ sih zwei Elektronen niht am selben Ort in ein und demselben Zustand be�ndenkönnen. Sie müssen sih mindestens im Spin untersheiden.Blohansatz und Einhüllenden-NäherungDie Feldoperatoren werden nun im Separationsansatz nah Moden entwikelt, die im Ortsraum einOrthogonalsystem darstellen [Sh99℄:

Ψm(r, t) =
∑

ik

aim(t) φim,k(r), (2.3.14)
Ψ†

m(r, t) =
∑

ik

a†im(t) φ∗im,k(r) (2.3.15)
∫

d3r
[
φ∗in,k(r)φim,k′ (r)

]
= δmnδkk′ , (2.3.16)wobei der Spin implizit im Summationsindex mitgezählt wird und im folgenden unberüksihtigtbleibt. Der Ortsanteil φim,k(r) (i=Quantenpunkt, m=Bandindex, k=Impuls) muÿ aus dem unge-störten Hamilton-Operator des Festkörpers HB ermittelt werden:

HB =
p2

2m
+ VG(r). (2.3.17)Da es sih um gitterperiodishes Potential VG(r) = VG(r + R) handelt (R ist ein Gittervektor),wird der Blohansatz gewählt und der Ortsanteil bekommt folgende Gestalt [Czy04℄:

φim,k(r) =
1√
V
eik·r uk,im(r). 6



2 GrundlegendesDas Eigenwertproblem
HB φim,k(r) = Ẽim,k φim,k(r) (2.3.18)wird als bekannt vorausgesetzt. Der m-te Quantenpunkt wird durh ein Einshluÿpotential UDm

(r)beshrieben, das sih nur wenig über die Elementarzellen ändert. Die Eigenwertgleihung lautet:
{

p2

2m
+ VG(r) + UDm

(r)

}

φim(r) = Eim φim(r). (2.3.19)Der Ortsanteil wird nun über Blohwellen mit Entwiklungskoe�zienten bk entwikelt:
φim(r) =

∑

k

bk φim,k(r) =
∑

k

bk
1√
V
eik·r uim,k(r). (2.3.20)Mit diesem Ansatz wird nun das Eigenwertproblem gelöst. Der Ansatz wird eingesetzt und mit

φ∗im,k′ (r) multipliziert, sowie über das Festkörper-Volumen integriert:
∑

k

bk

∫

V

d3r φ∗im,k′ (r)

{

p2

2m
+ VG(r) + UDm

(r)

}

φim,k(r)

=
∑

k

bk Eim

∫

V

d3r φ∗im,k′ (r) φim,k(r).

(2.3.21)Nutzt man nun die Eigenshaften der Potentiale aus und berüksihtigt nur Impulse k ≈ 0, ergibtsih nah einer Rehung, die im Appendix A.2 nahvollzogen werden kann, aus Gleihung 2.3.21:
bk′ Ẽim,k′ + bk′ UDm

(r) = bk′ Eim. (2.3.22)E�ektive-Massen-NäherungDer letzte Shritt besteht nun darin anzunehmen, daÿ durh das Gitterpotential eine quasi-freie Be-wegung in einem parabolishen Potential simuliert wird, das Elektron wird zu einem Quasiteilhenmit einer e�ektiven Masse m∗ [Sh99℄. Man setzt:
Ẽim,k′ = Ẽim,0 +

~
2 k2

2m∗ . (2.3.23)Einsetzen von 2.3.23 in 2.3.22, Multiplikation mit 1√
V
eik′·r und Summation über k′ führt zu:

(
~

2k2

2m∗ + UDm
(r)

)
∑

k′

bk′√
V
eik′·r =

∑

k′

(

Eim − Ẽim,0

) bk′√
V
eik′·r.Shlieÿlih mit p2 = ~

2k2 und der De�nition der Einhüllenden-Funktion
ξ(r) =

∑

k′

bk′√
V
eik′·r (2.3.24)angepaÿt, je nah Energie-Eigenwert auf das jeweilige Band i und den Quantenpunkt m, folgt alsLösung für die Einhüllenden-Näherung die Eigenwertgleihung:

(
p2

2m∗ + UDm
(r)

)

ξim(r) =
(

Eim − Ẽim,0

)

ξim(r). (2.3.25)
7



2 GrundlegendesDer Ortsanteil aus 2.3.20 kann also als Produkt der Blohfunktion mit der shwah über dieElementarzellen variierenden Einhüllenden geshrieben werden:
φim(r) = uim(r)ξim(r). (2.3.26)Die k-Abhängigkeit ist nun in der e�ektiven Masse und der Quantenpunkt kann als Zwei-Niveau-System behandelt werden [HK04℄.Mit den Feldoperatoren und den geforderten Vertaushungsregeln läÿt sih nun die Hamilton-funktion in einen Hamiltonoperator überführen, indem die gefundenen Ausdrüke eingesetzt, dieEigenwertgleihung ausgeführt und die Vertaushungsregeln angewendet werden:

He =
∑

in

ǫina
†
ina

†
in =

∑

n

[
~ωvna

†
vna

†
vn + ~ωcna

†
cna

†
cn

]
. (2.3.27)2.3.2 Quantisierung von He−eDie Coulombwehselwirkung ist eine Zwei-Teilhen-Wehselwirkung. Ganz allgemein läÿt sih 2.3.7mit Hilfe der Ergebnisse aus Abshnitt 2.3.1, insbesondere durh die De�nition in Gleihung 2.3.11wie folgt ausdrüken [Ahn06℄:

He−e =
∑

mnop
ijkl

V ijkl
mnopa

†
ima

†
jna

†
koa

†
lp. (2.3.28)Das Matrixelement der Coulombwehselwirkung

V ijkl
mnop =

q2

8πǫ0

∑

nm

∫

d3r1

∫

d3r2

[
φ∗n(r1, t)φ

∗
m(r2, t)φm(r2, t)φn(r1, t)

|r1 − r2|

]

. (2.3.29)muÿ nun entsprehend den vorliegenden Parametern an die physikalishe Situation angepaÿt wer-den. Hierfür wird der Nenner, in welhen der Abstand zwishen den wehselwirkenden Elektroneneingeht, zweimal mittels einer Taylor-Reihe entwikelt [DAFK06℄. In Appendix A.3 ist eine detail-lierte Herleitung der Wehselwirkungsterme beshrieben. Das Ergebnis für zwei Elektronen in zweiräumlih getrennten Quantenpunkten, die niht tunneln können, läÿt sih kompakt zusammenfas-sen:
He−e =V 12

F a†c1a
†
v2a

†
c2a

†
v1 + V 21

F a†v1a
†
c2a

†
v2a

†
c1

+V 12
vc a†c1a

†
v2a

†
v2a

†
c1 + V 21

cv a†v1a
†
c2a

†
c2a

†
v1

+V 21
cc a†c1a

†
c2a

†
c2a

†
c1 + V 21

vv a†v1a
†
v2a

†
v2a

†
v1.

(2.3.30)In Abbildung 2.3 sind die vershiedenen Energie-Vershiebungen aufgeführt. Der Grundzustands-energie wie die Anregungsenergie erfährt eine Vershiebung und infolgedessen auh die Übergangs-energie, die vom jeweils anderen Elektron erhöht oder erniedrigt wird.Die Niht-Diagonal-Elemente V 12
F , die sogenannte Förster-Kopplung, verändern die Dynamik derisolierten Zwei-Niveau-Systeme stark. Durh ihre Niht-Diagonalität werden die Zwei-Niveau-Systeme in ein 4-Niveau-System verwandelt, können also niht mehr unabhängig voneinander ange-regt werden. In Abbildung 2.4 ist die Wirkung der Förster-Kopplung shematish dargestellt. Wennein Elektron in einem Quantenpunkt angeregt wird, so geht mit einer von dem Betrag der Förster-Kopplung abhängigen Wahrsheinlihkeit die Anregung auf den zweiten Quantenpunkt über. Eineisolierte Anregung ist niht mehr möglih. Der angeregte Zustand wird zu einem niht-lokalenZustand.
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2 Grundlegendes

Abbildung 2.3: Energie-Renormalisierungen
Abbildung 2.4: Förster-Wehselwirkung2.3.3 Quantisierung von HpDas elektromagnetishe Feld wird mittels einer Modenentwiklung des Vektorpotentials quantisiert([SZ97℄, [Hak73℄, [VWW01℄, [R�05℄). Obwohl es sih im Falle des in einem Halbleiter eingebettetenQuantenpunktes um ein dispersives Medium mit einer mögliherweise ortsabhängigen Dielektri-zitätskonstante ǫ handelt, wird vor dem Hintergrund, daÿ die durh die veränderte Dielektrizi-tätskonstante hervorgerufenen E�ekte klein gegen resonante E�ekte im Quantenpunkt sind, dasStrahlungsfeld im Vakuum quantisiert, als grundlegendes Beispiel für ein vollständiges System.1Das Vektorpotential wird nah Lösungen der homogenen Wellengleihung enwikelt:

�A = ∆A(r, t)− 1

c20
∂2

tA(r, t) = 0. (2.3.31)Die einfahste Entwiklung ist eine Superposition von ebenen Wellen, mit Hilfe derer das Vektor-potential ausgedrükt wird. Die Zeitabhängigkeit stekt in der komplexwertigen, dimensionslosenAmplitudenfunktion Ckµ(t):
A(r, t) =

∑

kµ

√
~

2ωkǫ0V
ekµCkµ(t) eik·r + c.c.. (2.3.32)1Für eine vollständige Beshreibung der Quantisierung in einem dispersiven Medium, siehe [HB92℄. 9



2 Grundlegendes
ekµ bezeihnet den Polarisationsvektor in Abhängigkeit von der Wellenzahl k = 2π

λ und der Rih-tung µ. Der Faktor√~/2ωkǫ0V stellt die Einheit der Hamiltonfunktion (Energie) siher. Die kom-plexwertigen Amplitudenfunktionen werden in bosonishe Erzeuger- und Vernihter-Operatoren2
Ckµ(t)→ ckµ(t), (2.3.33)
C∗

kµ(t)→ c†kµ(t), (2.3.34)überführt, die den folgenden Vertaushungsrelationen genügen:
[

c
(†)
kµ , c

(†)
k′µ′

]

−
= 0 (2.3.35)

[

ckµ, c
†
k′µ′

]

−
= δk,k′δµ,µ′ , (2.3.36)so daÿ das Vektorpotential und somit das elektrishe und magnetishe Feld über die bekanntenRelationen

E(r, t) = −∂tA(r, t) (2.3.37)
B(r, t) = ∇×A(r, t) (2.3.38)folgende Formen annehmen:

A(r) =
∑

kµ

Eq

ωk
ekµ

{

ckµ e
ik·r + c†kµ e−ik·r

} (2.3.39)
E(r) = i

∑

kµ

Eq ekµ

{

ckµ e
ik·r − c†kµ e

−ik·r
} (2.3.40)

B(r) = i
∑

kµ

Eq

ωk
k × ekµ

{

ckµ e
ik·r − c†kµ e

−ik·r
}

, (2.3.41)wobei Eq =
√

~ωk

2ǫ0V die Vakuumfeld-Amplitude bezeihnet. Nutzt man diese operatorwertigenAusdrüke, setzt sie in 2.3.8 ein, beahtet die Dipolnäherung, so ergibt sih für den Hamilton-Operator nah einer Rehnung, die im Appendix A.4 beshrieben ist, die Form:
Hp =

∑

kµ

~ωk

{

c†kµckµ +
1

2

}

. (2.3.42)Der Grundzustandsbeitrag ~ωk

2 für jede Mode k des Strahlungsfeldes, der aus der Energie-Zeit-Unshärfe resultiert, würde bei einer unendlihen Anzahl von Moden die Summe im Hamiltonope-rator divergieren lassen. Die konstante Grundzustandsenergie wird im weiteren vernahläÿigt, weilKonstanten, die in jedem Fall mit Operatoren taushen, auf die Dynamik eines Systems keinenEin�uÿ haben können. Der Hamiltonoperator kann so geeiht werden, daÿ die Grundzustands-energie des System nullgesetzt wird [Kib70℄. Folgender Ausdruk wird also im weiteren für denHamiltonoperator des freien Lihtfeldes verwendet:
Hp =

∑

kµ

~ωk c
†
kµckµ. (2.3.43)

2Operatoren werden in dieser Arbeit niht extra gekennzeihnet. 10



2 Grundlegendes2.3.4 Quantisierung von He−pDie Ergebnisse aus den Abshnitten 2.3.1 und 2.3.3 können direkt verwendet werden, um dieElektron-Liht-Wehselwirkung in den Formalismus der zweiten Quantisierung zu überführen. Ver-wendet man die De�nitionen der fermionishen Feldoperatoren in 2.3.14, setzt diese in die Gleihung2.3.9 ein, so erhält man die Elektron-Liht-Wehselwirkung als Summe eines reinen Intraband-(λ′ = λ) und Interband-Anteiles (λ′ 6= λ) [Rit06℄:
He−p = −q

∑

λ

|ξλ(R)|2R · E(rn) a†λa
†
λ

+
∑

λ,λ′

ξ∗λ(R)ξλ′ (R) dλλ′ ·E(rn) a†λa
†
λ′(t).

(2.3.44)Hier wurde die Einhüllenden-Näherung und die Orthogonalität der Blohfunktionen nah einer Va-riablensubstitution ausgenutzt. Eine detaillierte Rehnung �ndet sih im Appendix A.6. Nun kannman die De�nition des quantisierten elektrishen Feldes aus 2.3.40 einsetzen und eine Abkürzungfür die Matrixelemente einführen:
Mλλ′

kµn = iEq Xλλ′ ǫkµ · dλλ′ e−ik·r0n (2.3.45)
Mλ′λ

kµn = iEq Xλ′λ ǫkµ · dλ′λ e
ik·r0n = −

(

Mλλ′

kµn

)∗
. (2.3.46)Der Intrabandanteil ist ein reiner Transportanteil, der in den hier gemahten Näherungen vernah-lässigbar ist. Die Elektron-Liht-Wehselwirkung läÿt sih für Zwei-Niveau-Systeme (v,) wie folgtzusammenfassen:

He−p =
∑

kn

[

Mvc
kn c†k −Mvc

kn c†k

]

a†vna
†
cn (2.3.47)

+
∑

kn

[

M cv
kn c†k −M cv

kn c†k

]

a†cna
†
vn, (2.3.48)wobei die Eigenshaften des Quantenpunktes, sein Dipolmoment, seine Ausdehnung, der Überlappder Einhüllenden vershiedener Elementarzellen, in das Matrixelement eingehen. Die Polarisatio-nen werden für jeden Quantenpunkt n gezählt, wie für jede Mode k des anregenden Feldes. DieZeitabhängigkeit aller Operatoren ergibt sih aus den Heisenberg-Bewegungsgleihungen. Im Ge-gensatz zum semiklassihen Grenzfall, in welhem aus Ω = Mvc

k 〈c
†
k〉 die Rabi-Frequenz resultiertund das photonishe Feld unabhängig vom elektronishen gedaht wird, gehen in die hier bereh-nete Dynamik des anregenden Feldes alle quantenoptishe E�ekte direkt über die mikroskopishenPolarisationen ein.
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2 Grundlegendes2.4 Formalismus2.4.1 Die DihtematrixZur Berehnung der Erwartungswerte wird der Dihtematrixformalismus verwendet [CT92℄, wobeiim Heisenberg-Bild sowohl der Dihteoperator ρ wie die Zustandsfunktion des Systems zeitlihkonstant sind, die zeitlihe Dynamik also von den Operatoren getragen wird. Der Erwartungswertwird, da es sih beim betrahteten System im allgemeinen um einen gemishten Zustand han-delt, über den statistishen Operator ermittelt. Der statistishe Operator läÿt sih aufgrund seinerProjektoreigenshaften allgemein durh ein den Zustandsraum aufspannendes Orthonormalsystem
{|n〉} darstellen [FS90℄:

ρ =
∑

mn

ρnm|n〉〈m| (2.4.49)und somit der Erwartungswert über
〈A〉 = Tr [ρA] (2.4.50)ausrehnen. Die Dynamik des Erwartungswerte läÿt sih nun über die Heisenberg-Bewegungs-gleihung ermitteln.2.4.2 Heisenberg-BewegungsgleihungDer Hamilton-Operator aus der Gleihung 2.3.5 vereinfaht sih für einen isolierten Quantenpunktmit einem Elektron, das den Quantenpunkt niht verlassen kann, zu:

H = He +He−p +Hp

= ~ωca
†
ca

†
c + ~ωva

†
va

†
v +

∑

k

~ωkc
†
kc

†
p +

∑

k

[
Mvc

k a†vac +M cv
k a†cav

] [

ck − c†k
]

.Der Summationsindex k ist ein Multiindex und shlieÿt die Polarisation (k=k,µ) ein. Die Zeitabhän-gigkeit der Erzeuger- und Vernihteroperatoren des Lihtfeldes ergeben sih aus den Bewegungsglei-hungen und v und  markieren jeweils die Erzeuger- und Vernihteroperatoren der Elektronen fürdas Valenz-(v) und Leitungsband (). Unter der Verwendung der Heisenberg-Bewegungsgleihung3:
−i~∂ta

†
iaj = [H, a†iaj ] (2.4.51)lassen sih über die bosonishen und fermionishen Vertaushungsregeln die vershiedenen Bewe-gungsgleihungen im Heisenberg-Bild [Sh05℄ aufstellen:

i~∂ta
†
c = −~ωca

†
c −

∑

k′

Mvc
k′ (a†cck′ − a†cc†k′ ) (2.4.52)

i~∂t c
†
k′ = −~ωk′ c†k′ −Mvc

k′ a†vac −M cv
k′ a†cav. (2.4.53)Die sih aus den Bewegungsgleihungen ergebenden Di�erentialgleihungssysteme hängen von derKomplexität und der Anzahl der die Dynamik des Systems bestimmenden Wehselwirkungen ab. Inden meisten Fällen müssen Näherungsverfahren eingesetzt werden, von denen vier der wihtigstenim folgenden Abshnitt kurz vorgestellt werden.

3Eine explizite Zeitabhängigkeit der Operatoren liegt niht vor. 12



2 Grundlegendes2.5 Approximationsverfahren2.5.1 Rotating-Wave-ApproximationEine wihtige Approximation ist die Rotating-Wave-Approximation (RWA) [Lou90℄. Man wähltmittels einer Koordinatentransformation für ein rotierendes Koordinatensystem (der �rotating fra-me�) die Frequenz ωR und spaltet die Erwartungswerte in einen sih zeitlih langsam veränderlihenund in einen rotierenden Teil auf. Die Rotationsrihtung (negativ, positiv) hängt von der Prozeÿartab (Emission, Absorption), wobei Dihten generell als langsam veränderlihe Gröÿen angenommenwerden können. Lihtoperatoren rotieren mit der Frequenz ihrer Mode (Lösung der Heisenberg-Bewegungsgleihung). Beispiele:
〈a†va†vc†k〉 → 〈a†va†vc

†
k〉R eiωkt (2.5.54)

〈a†va†cc†k〉 → 〈a†va†cc
†
k〉R ei(ωk−ωR)t. (2.5.55)Die Approximation besteht nun darin, jene Gröÿen zu vernahlässigen, die shneller rotieren alsder Rotating-Frame, also Gröÿen mit Frequenzen |ω| >> |ωR|:

〈A〉 → 〈A〉R e−i(ωk+ωR)t ≈ 0. (2.5.56)Man begründet die Vernahlässigung damit, daÿ sih shnell rotierende Anteile im Mittel aufhebenund somit nur einen sehr geringen Beitrag zum Mittelwert (Erwartungswert) leisten [F�05℄.2.5.2 KorrelationsentwiklungShon die Bewegungsgleihungen 2.4.53 für einen Operator lassen erkennen, daÿ beim Aufstellender Bewegungsgleihungen in einem System mit einer Wehselwirkung zwangsläu�g ein Hierar-hieproblem die Folge ist. Es stellt sih kein geshlossenes Di�erentialgleihungssystem ein, da eineBewegungsgleihung nter-Ordnung stets an eine n+1-Gröÿe koppelt und so die Bewegungsglei-hung der nähst höheren Ordnung gelöst werden muÿ. Die Bewegungsgleihungen müssen also abeiner bestimmten Ordnung genähert werden. Ein möglihes Näherungsverfahren ist die Korrelati-onsentwiklung [KJHK99℄, die nah folgendem Shema vorgeht:
〈1〉 = 〈1〉c

〈2〉 = 〈1〉c〈1〉c + 〈2〉c

〈3〉 = 〈1〉c〈1〉c〈1〉c + 〈1〉c〈2〉c + 〈3〉c

〈4〉 = 〈1〉c〈1〉c〈1〉c〈1〉c + 〈1〉c〈3〉c + 〈2〉c〈2〉c + 〈4〉c.Wenn nun alle Korrelationsterme ab der 4.Ordnung vernahlässigt werden, ist das Di�erentialglei-hungssystem geshlossen und die Bewegungsgleihungen können gelöst werden.2.5.3 Born-ApproximationEine andere Möglihkeit, das Hierarhieproblem zu lösen, ist die Born-Approximation anzuwenden.Diese geht davon aus, daÿ bedingte Wahrsheinlihkeiten unter bestimmten Voraussetzungen, einfa-he Wahrsheinlihkeiten werden [VWW01℄. Beispielsweise können Gröÿen der Art 〈a†va†vc†kc†kc†kc†k〉entkoppelt werden, falls die Zahl der Photonen 〈c†kc†k〉 viel gröÿer als die der Elektronen ist.Absorptions- und Emissionsprozesse des elektronishen Systems verändern das photonishe Feldunter diesen Voraussetzungen nur gering und die bedingte Wahrsheinlihkeit kann als
〈a†va†vc†kc

†
kc

†
kc

†
k〉 = 〈a†va†v〉〈c

†
kc

†
kc

†
kc

†
k〉+ 〈a†va†vc

†
kc

†
kc

†
kc

†
k〉c (2.5.57)
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2 Grundlegendesgeshrieben werden [RSK+05℄. Je nah Problemstellung kann nun die Korrektur vernahlässigt bzw.miteinbezogen werden. In Systemen mit nur einer Wehselwirkung, die in dieser Arbeit durhgängigbehandelt werden, kann auf diese Weise das Hierarhie-Problem gelöst werden.2.5.4 Markov-NäherungEine bewährte Näherung zur Lösung von Di�erentialgleihung der Art:
i~∂t〈O〉 = ~ω〈O〉+ P (t), (2.5.58)wobei P(t) eine Inhomogenität darstellt, ist über formale Integration die Gedähtnise�ekte imQuantensystem, also den Beitrag von P(t) für t < t0 zu vernahlässigen. Es ergibt sih als exakteLösung, indem formal integriert wird:

〈O〉(t) − 〈O〉(−∞)
︸ ︷︷ ︸

=0

= − i
~

∫ t

−∞
dt′ P (t′) eiω(t′−t).Man führt eine Variablensubstitution durh s = t− t′ → ds = −dt' und erhält:

〈O〉(t) =
i

~

∫ 0

∞
ds P (t− s) e−iωs = − i

~

∫ ∞

0

ds P (t− s) e−iωs.Die Markovnäherung ist nun gültig, falls die Inhomogenität sih zeitlih viel langsamer verändertals die durh die freie Energie der betrahteten Gröÿe erzwungene Oszillation rotiert, insofern dieInhomogenität annähernd keine s-Abhängigkeit besitzt und aus dem Integral gezogen werden kann:
〈O〉(t) = − i

~
P (t)

∫ ∞

0

ds e−iωs

︸ ︷︷ ︸

=ζ(ω)

.

ζ(ω) ist die Heitler-Zeta-Funktion [Ri05℄. Zur Auswertung führt man einen Konvergenz erzeugen-den Faktor γ ein, den man nah Integration wieder gegen Null gehen läÿt:
ζ(ω) = lim

γ→0

1

iω − γ = πδ(ω)− iP 1

ω
.Die Heitler-Zeta-Funktion ist eine Darstellung der Delta-Funktion plus dem Cauhy-Hauptwert.Übliherweise wird der Cauhy-Hauptwert vernahläÿigt und das Integral als Delta-Funktion fürdie freie Energie interpretiert und als Lösung erhält man:

〈O〉(t) = − i
~
πδ(ω) P (t). (2.5.59)2.6 Dämpfung des elektronishen SystemsDissipative Prozesse können über eine System-Bad-Wehselwirkung beshrieben. Das Bad entziehtdem System solange Energie, bis sih dieses wieder im Grundzustand be�ndet [SZ97℄. Das Systemwird mit dem Dihtematrix-Formalismus beshrieben 2.4.1. Der Dihteoperator für das gesamteSystem ρSR setzt sih aus dem Dihteoperator für das Bad ρR und für das System ρS zusammen:

ρSR = ρS ⊗ ρR.

14



2 GrundlegendesDie Veränderung des Dihteoperators errehnet sih über die Liouville-von-Neumann-Gleihung[Sh05℄:
i~∂tρSR = [H(t), ρSR(t)] .Formal integriert ergibt dies:

ρSR(t)− ρSR(ti) = − i
~

∫ t

ti

dt′ [H(t′), ρSR(t′).]Diese Lösung kann wieder in die Liouville-von-Neumann-Gleihung eingesetzt werden:
∂t ρSR(t) = − i

~
[H(t), ρSR(ti)]−

1

~2

∫ t

ti

dt′ [H(t), [H(t′), ρSR(t′)]]. (2.6.60)Dies gilt allgemein. Für dissipative Prozesse wird ein Hamilton-Operator gewählt, der die Weh-selwirkung mit dem Bad beshreibt, im folgenden HD genannt. Man nimmt an, daÿ die Wirkungvon HD klein ist [SZ97℄. Als Ansatz für den Dihteoperator wird
ρSR(t) = ρS(t)⊗ ρR(ti) + ρd(t),wobei grundsätzlih TrR[ρSR] = ρS und TrS [ρSR] = ρR erfüllt sein muÿ, also TrR[ρd] = 0 und ρdvon höherer Ordnung in HD ist. Setzt man den Ansatz für den Dihteoperator in die Gleihung2.6.60, berüksihtigt nur Terme in HD bis zur 2.Ordnung und bildet die Spur über das Bad, erhältman:

∂t ρS(t) =− i

~
TrR[ [HD(t), ρS(ti)⊗ ρR(ti)]

]

− 1

~2

∫ t

ti

dt′TrR[ [HD(t), [HD(t′), ρS(t′)⊗ ρR(t′)]]

]

.

(2.6.61)Die dissipative Wirkung des Bades auf das elektronishe System wird durh diese Integro-Di�eren-tialgleihung berehnet. Nun muÿ ein Wehselwirkungs-Hamilton-Operator gewählt werden.Dissipative Prozesse entstehen zum Beispiel über ein radiatives Dephasing, hier interpretiert alseine Mode, die eine andere räumlihe Ausbreitungsrihtung besitzt und niht mit dem anregendenFeld wehselwirkt. Spontane Emission baut angeregte Zustände durh die dissipative Mode ab. Fürden hier vorliegenden Fall werden dissipative Moden angenommen, die über den Dipol-Operatormit dem elektronishen System koppeln. In Rotating-Wave-Approximation lautet die Gleihung in2.3.48:
He−p = −

∑

k

[

MR
k a†va

†
cc̃

†
k +MR∗

k a†ca
†
v c̃

†
k

] (2.6.62)mit MR
k = Mvc

k e−i(ωR−ωk)t. Die Oszillation ist also in die Matrixelemente gezogen worden. DieseWehselwirkung wird in Gleihung 2.6.61 eingesetzt und ausgewertet, indem die Kommutatorenausgerehnet werden und die Spur gebildet wird. Im Appendix A.7 be�ndet sih eine ausführliheDarstellung der Rehnung. Hier wird als Bad ein thermishes Lihtfeld genommen, das der Bose-Einstein-Statistik genügt (Appendix A.8 für Details). Die mittlere Besetzungszahl in der Modehängt also nur noh von der Temperatur ab. Das Zeitintegral in Gleihung 2.6.61 wird mittels derMarkov-Näherung gelöst und der Cauhy-Hauptwert vernahlässigt. Da nur dissipative Prozesse
15



2 Grundlegendesinteressieren, also ein Energie-Verlust des elektronishen Systems zum Bad, bleiben nur die Termeder spontanen Emission übrig und für die Zeitdynamik des Bad-Operators ergibt sih:
∂tρS(t) = − π

~2c

∑

k

δ(k − k0)
∣
∣MR

k

∣
∣
2
[

ρS a†ca
†
va

†
va

†
c − a†va†c ρS a†ca

†
v

]

. (2.6.63)Im letzten Shritt wird das Liht-Matrix-Kopplungselement ausgewertet. Im Appendix A.9 ist dieRehnung ausführlih beshrieben. Hierfür wird die Summe in ein Integral überführt, die De�nitionaus A.6 eingesetzt und das Integral in Kugelkoordinaten berehnet. Das Resultat lautet für einenisoliertes Zwei-Niveau-System mit nur einem Elektron:
∂tρS(t) = −Γ

2

[

ρS a†ca
†
va

†
va

†
c − a†va†c ρS a†ca

†
v

]

+ h.a.,wobei der Einsteinkoe�zient der spontanen Emission: Γ =
4 |ǫkµ|2|dvc|2|Xvc|2ω3

0

4πǫ0ǫm 3~c3 lautet. Zur Aus-wertung werden die Erwartungswerte der entsprehenden Dihtematrix-Elemente gebildet:
∂t〈v|ρS |v〉 = ∂t〈a†va†v〉 = −Γ 〈a†va†v〉+ Γ = Γ 〈a†ca†c〉 (2.6.64)
∂t〈c|ρS |c〉 = ∂t〈a†ca†c〉 = −Γ 〈a†ca†c〉 (2.6.65)
∂t〈v|ρS |c〉 = ∂t〈a†va†c〉 =

−Γ

2
〈a†va†c〉. (2.6.66)Die Lösung der Di�erentialgleihung unter Verwendung von 〈a†vav〉+ 〈a†cac〉 = 1 zeigt insofern denerwarteten exponentiellen Zerfall:

〈a†cac〉 = e−Γt (2.6.67)mit der erfüllten Anfangsbedingung 〈a†cac〉(0) = 1, für jeweils n Photonen.In Abbildung 2.5 ist die Funktion aus
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Abbildung 2.5: Radiativer Zerfall in einem Zwei-Niveau-System für vershiedene Photonzahlen

Gleihung 2.6.67 geplottet. Falls dasBad dem System lediglih Energie ent-zieht, also kein Photon hinzufügt, zer-fällt die Leitungsbanddihte vollstän-dig (n=0). Wegen der spontanen Emis-sion kann die Anregung im System nihterhalten bleiben. Die Zerfallsgeshwin-digkeit hängt von dem Einstein-Koe�-zienten ab.Für gekoppelte Zwei-Niveau-Systememuÿ die Dämpfung aus dem Produktder jeweiligen Dipolmomente erreh-net werden, die direkt in den Einstein-Koe�zienten eingehen. Die Rehnungist aufwendiger, erfolgt jedoh analogund kann nah dem vorgestellten She-ma durhgeführt werden. Im Appen-dix A.10 sind die entsprehenden Dämpfungen für zwei gekoppelte Quantenpunkte aufgeführt, dieje nah Pfad entsprehend stark oder shwah ausfallen können.
16



3 Das Photonenfeld
3 Das Photonenfeld3.1 Charakterisierung des Photonenfeldes - g(2)Das Photonenfeld kann sih in vershiedenen Zuständen be�nden, d.h. das Liht wird durhuntershiedlihe Statistiken beshrieben, die jeweils spezi�she Eigenshaften besitzen ([SZ97℄,[VWW01℄, [R�05℄ und über Einzel-Photon-Zähl-Module [LZLW05℄). Eine Möglihkeit herauszu�n-den, um welhe Art Photonenfeld es sih im jeweiligen Fall handelt, ist das Hanbury Brown-TwissExperiment [BT56℄. Der Versuhsaufbau des Experimentes ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Er

Abbildung 3.1: Das Hanbury Brown-Twiss-Experimentbesteht aus einer Lihtquelle (Soure), deren abgestrahltes Liht harakterisiert werden soll. Die-ses wird mittels eines Strahlteilers auf zwei Photodetektoren geshikt, die eintre�ende Photonenregistrieren und dem Correlator ein Signal übermitteln. Der Correlator verknüpft nun die Wahr-sheinlikeit, mit der nah Detektion eines ersten Photons an dem ersten Detektor nah einerZeitverzögerung τ ein Photon am zweiten Detektor gemessen wird. Das Ergebnis der Messung läÿtsih in der Korrelationsfunktion 2.Ordnung zusammenfassen, die zur Charakterisierung des Photo-nenfeldes dient. Im Falle eines niht-kommutierenden Quantenfeldes (hier die Bosonen) lautet dieKorrelationsfunktion der gezählten Photonen:
g(2)(t+ τ) =

〈c†(t+ τ)c†(t)c(t)c(t + τ)〉
〈c†(t)c(t)〉2Im folgenden wird die Zeitabhängigkeit sowie die Zeitverzögerung vernahlässigt, also ein statio-närer Fall behandelt und eine zeitgleihe Messung durhgeführt, also τ = 0 gesetzt:

g(2) =
〈c† c† c c〉
〈c† c〉2 . (3.1.1)Mit Hilfe von g(2) lassen sih nun die Lihtquellen anhand ihrer ausgestrahlten Lihtstatistik vonein-ander untersheiden. Die Korrelationsfunktion 2. Ordnung miÿt die normierte Abweihung der auf-genommenen Lihtstatistik von der Poisson-Verteilung. Diese beshreibt in Abhängigkeit von einemMittelwert (bspw. die mittlere Photonenzahl) |α|2 mit welher Wahrsheinlihkeit |Cn|2 = |〈n|α〉|2die Nummernzustände besetzt sind [Lou90℄:

|Cn|2 = e−|α|2

(

|α|2
)n

n!
(3.1.2)Die gemessene Abweihung ist insofern ein Maÿ für die Ordnung im Lihtfeld, also wie sih beieiner vorgebenener mittleren Photonenzahl die Gesamtzahl auf die Zustände verteilt. Um den17



3 Das PhotonenfeldZusammenhang zur Zählstatistik noh verdeutlihen, kann g(2) mit Hilfe der Varianz 〈(∆n)2〉 =
〈n2〉 − 〈n〉2 ausgedrükt werden:

g(2) =
〈c†c†c c〉
〈c†c〉2 =

〈c†c c†c〉 − 〈c†c〉
〈c†c〉2 =

〈c†c c†c〉 − 〈c†c〉2 + 〈c†c〉2 − 〈c†c〉
〈c†c〉2

=
〈(∆n)2〉 − 〈n〉

〈n〉2 + 1. (3.1.3)Die Varianz ist ein Maÿ für die Streuung um den jeweils gegebenen Mittelwert. Die Korrelati-onsfunktion g(2) ist so gewählt, daÿ sie für eine Poisson-Verteilung den Wert 1 annimmt. NahDe�nition gelten die Bezeihnungen aus der Tabelle 3.1. Anhand dieser Einteilungen können die
〈(∆n)2〉 − 〈n〉 Statistikart g(2)

> 0 Super-Poisson >1
= 0 Poisson =1
< 0 Sub-Poisson <1Tabelle 3.1: Statistik-BezeihnungenLihtfelder nun systematisiert werden. Im folgenden werden nun vershiedene Zustände des Liht-feldes vorgestellt und die entsheidenden Erwartungswerte wie die Korrelationsfunktion 2. Ordnungberehnet.3.1.1 Lihtfeld im FokzustandDer einfahste Zustand, in dem sih ein Photonenfeld be�nden kann, ist der Fokzustand. DerFokzustand, hier 1-modig, wird aus dem Vakuumzustand erzeugt:
|n〉 =

1√
n!

[
c†(t)

]n |0〉 (3.1.4)mit c†(t) = c† eiωt durh die Heisenberg-Bewegungsgleihung zu berehnen. Fokzustände sindEigenzustände des Besetzungszahloperators n = c†c† und bilden ein Orthogonalsystem
〈m|n〉 = δmn. (3.1.5)Aus der Orthogonalität 3.1.5 folgt, daÿ die Erwartungswerte der Maxwell-Felder vershwinden.Der Erwartungswert des elektrishen 2.3.40 und des magnetishen Feldes 2.3.41 sind proportionalzu 〈c〉 − 〈c†〉, also

〈n|c− c†|n〉 =
√
n〈n|n− 1〉 −

√
n+ 1〈n|n+ 1〉 = 0. (3.1.6)Die Formulierung erzwingt einen Widerspruh zur makroskopishen Elektrodynamik, in der daselektrishe Feld im allgemeinen einen Wert ungleih Null einnimmt. Die Intensität als Meÿgröÿevershwindet niht. Sie ist proportional zur Teilhenzahl:

〈n〉 = 〈n|c†c|n〉 = n〈n|n〉 = n. (3.1.7)Für das Intensitätsquadrat ergibt sih:
〈n2〉 = 〈n|c†cc†c|n〉 = n〈n− 1|cc†|n− 1〉 = n2. (3.1.8)Daraus folgt für die Varianz:
〈(∆n)2〉 = 〈n2〉 − 〈n〉2 = n2 − n2 = 0, (3.1.9)18



3 Das Photonenfeldund somit für die Korrelationsfunktion aus 3.1.3:
g(2) = 1− 1

n
. (3.1.10)Hat ein Lihtfeld im Fokzustand eine mittlere Teilhenzahl von 1, so vershwindet die Korrelati-onsfunktion. Die Quelle könnte beispielsweise ein Single-Photon-Emitter sein, der nur ein Photonpro Zeitintervall emittiert, so daÿ niemals zwei Photonen gleihzeitig gemessen werden können.Quellen solh extrem niht-klassishen Lihtes können Quantenpunkte sein [AFK05℄.3.1.2 Kohärentes LihtKohärentes Liht kann niht durh den Fokzustand beshrieben werden. Die Problematik, inder quantenmehanishen Formulierung des Strahlungsfeldes keine Entsprehung zur klassishenFormulierung z.B. eines Laserfeldes zu haben, führte zur Einführung der Glauberzustände [Gla63℄,die eine Überlagerung von Fokzuständen darstellen. Mit Hilfe einer unitären Transformation

U ≡ D(α) = eα a†−α∗ a, (3.1.11)die als Gewihtung innerhalb einer Überlagerung von Fokzuständen interpretiert werden kann,wird ein Glauber-Zustand erzeugt:
|α〉 = D(α)|0〉

= e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn

√
n!
|n〉 (3.1.12)

= e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn

n!
(c†)n|0〉 = e−|α|2/2 +α a† |0〉, (3.1.13)der Eigenzustand des Vernihteroperators ist:

c |α〉 = α|α〉 (3.1.14)
〈α|c† = 〈α|α∗. (3.1.15)Mit dieser Formulierung �ndet das kohärente Lihtfeld seinen quantenmehanishen Ausdruk,denn für die Feldstärke gilt nun mit den gegebenen Eigenshaften:

〈α|c− c†|α〉 = α∗ − α
i.a.

6= 0. (3.1.16)Berehnet man die Besetzungswahrsheinlihkeit |Cm|2 bei gegebener mittlerer Photonenzahl |α|2,so folgt aus 3.1.12:
|Cm|2 = |〈m|α〉|2 = e−|α|2

(

|α|2
)m

m!
. (3.1.17)Die Glauber-Zustände entsprehen nah 3.1.2 einer Poisson-Verteilung, so daÿ g(2) als Maÿ für dienormierte Abweihung von der Poisson-Statistik, die Abweihung von dem klassishen Lihtfeldbeshreibt. Für die Intensität im Glauberzustand gilt:

〈n〉 = 〈α|c†c|α〉 = α〈α|c†|α〉 = |α|2 〈α|α〉 = |α|2 , (3.1.18)
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3 Das Photonenfeldda die Glauberzustände nah 3.1.12 normiert sind. Für das Intensitätsquadrat ergibt sih:
〈c†c†c c〉 = |α|2 〈α|c†c|α〉 = |α|4 . (3.1.19)Mit 3.1.1 gilt g(2) = 1. Dies entspriht der Erwartung, daÿ nah einer Strahlungsteilung eineskohärenten Lihtstrahls auf dem einen Detektor genau dann ein Photon gezählt wird, wenn aufden anderen eines eingetro�en ist.Wegen
〈n2〉 = 〈c†c†c c〉+ 〈n〉 = |α|4 + |α|2 (3.1.20)folgt für die Varianz:

〈(∆n)2〉 = 〈n2〉 − 〈n〉2 = |α|4 + |α|2 − |α|4 = |α|2 . (3.1.21)Die Teilhenzahl ist also niht mehr exakt bekannt und somit eine zeitlihe Entwiklung des Liht-strahls beshreibbar und 〈(∆n)2〉 − 〈n〉 = |α|2 − |α|2 = 0, wie in der Tabelle 3.1 angegeben.3.1.3 Gequetshtes LihtDie kohärenten Zustände können verallgemeinert werden, um gequetshte Zustände einzuführen[MW95℄. Gequetshte Zustände nutzen aus, daÿ die Amplitudenfunktionen des Lihtfeldes kom-plexwertig sind. Je nah dem, ob der Real- oder der Imaginärteil der Amplitudenfunktion beahtetwird, kann, ohne die Unshärferelation zu verletzen, die Unshärfe der Amplitude auf Kosten derPhase erhöht, bzw. verringert werden. Um die Erwartungswerte auszurehnen, müssen Zustand wieOperatoren in den gequetshten Zustand überführt werden. Man geht von den Glauberzuständenin Gleihung 3.1.13 aus und transformiert diese ein weiteres Mal mit dem Squeezed-State-Operator
D(α) S(z)|0〉 = |α, z〉 (3.1.22)mit
S(z) = e

1
2 (z∗c2−z(c†)2) (3.1.23)

z = r eiφ. (3.1.24)Die Lihtoperatoren müssen ebenfalls transformiert werden:
C(z) = S(z)c S†(z), (3.1.25)unter Anwendung des Operator-Expansion-Theorems [MW95℄

exÂB̂e−xÂ = B̂ + x
[

Â, B̂
]

+
x2

2!

[

Â,
[

Â, B̂
]]

+ · · · (3.1.26)erhält man die transformierten Lihtoperatoren
C(z) = µ c+ ν c† (3.1.27)
C†(z) = µ c† + ν∗ c (3.1.28)mit µ = osh(r) und ν = eiφ sinh(r) für die dieselbe Kommutatorrelation wie für die untransfor-mierten Operatoren gilt 2.3.36. Die Rüktransformation lautet:
c = µ C − ν C† (3.1.29)
c† = µ C† − ν∗ C. (3.1.30)20



3 Das PhotonenfeldDer Pseudo-Vernihter-Operator ist so gewählt, daÿ der gequetshte Zustand ein Eigenzustand vonihm ist:
C|α, z〉 = (µα+ να∗) |α, z〉. (3.1.31)Nun lassen sih die Erwartungswerte der Teilhenzahlen ausrehnen, wobei nah De�nition von µund ν die Relation |µ|− |ν|2 = 1 hilfreih ist. Für den Erwartungswert der Teilhenzahl ergibt sih:

〈c†c〉 =〈α, z|
(
µ C† − ν∗ C

) (
µ C − ν C†) |α, z〉

=
(

µ2 + |ν|2
)

(µα∗ + ν∗α) (µα+ να∗)

− µν (µα∗ + ν∗α)2 − ν∗µ (µα+ να∗)2 + |ν|2

= |α|2 + |ν|2 . (3.1.32)Der Erwartungswert der Teilhenzahl hängt also von der Translation des Glauberzustands und vonder gewählten Phase des gequetshten Zustandes ab.Um g(2) auszurehnen, muÿ die Varianz ermittelt werden. Es ist jedoh einfaher, die Di�erenzzwishen Varianz und Photonenzahl zu ermitteln, wie sie im Nenner der Korrelationsfunktion2.Ordnung steht:
〈(∆n)2〉 − 〈n〉 = |α|2 [−1 + osh(2r)− sinh(2r) cos(2β − φ)] + sinh2(r)osh(2r). (3.1.33)Je nah gewähltem Phasenwinkel β ist diese Gröÿe positiv oder negativ. Ein Lihtfeld ist gequetsht,wenn g(2) < 1 ist. Dies ist beispielsweise für β = φ

2 und groÿes |α|2 erfüllt. An Gleihung 3.1.33erkennt man auÿerdem, daÿ die Einführung der gequetshten Zustände auh g(2) > 1 erlaubt, alsoBunhing-E�ekte nah sih ziehen kann, z.B. falls β = φ
2 + π

2 .3.1.4 Thermishes LihtThermishes Liht läÿt sih quantenmehanish niht über einen reinen Zustand beshreiben, d.h.,der Erwartungswert wird über den statistishen Operator ermittelt. Die Form des statistishenOperators hängt von der gewählten Beobahtungsebene ab [FS90℄ und erhält für das thermisheLihtfeld, entsprehend der Bose-Einstein-Statistik, für eine Mode k4 folgende Form:
ρk =

1

Z
e−β ~ωkc†

k
c†

k , (3.1.34)wobei β = 1
kBT und Z die Zustandssumme bezeihnet, die hier als Normalisierungsfaktor dient, dadie Spur des Statistishen Operators 1 ergeben muÿ:

Z = Tr [e−β ~ωk c†
k
c†

k

]

=
∑

n

〈nk|e−β ~ωk c†
k
c†

k |nk〉 =
1

1− e−β ~ωk
. (3.1.35)Gemäÿ der Bose-Einstein-Statistik ist die mittlere Photonenzahl [MW95℄ gegeben durh

n̄ =
1

eβ ~ωk − 1
, (3.1.36)womit sih die Zustandssumme als:

Z =
1

1− e−β ~ωk
= n̄+ 1 (3.1.37)4Die Erweiterung auf mehrere Moden ist ohne Shwierigkeiten durhzuführen. Sie besteht aus einem Produkt derstatistishen Operatoren der einzelnen Moden, so daÿ im Nenner über die vershiedenen Moden summiert wird.Im weiteren Verlauf werden die exemplarishen Rehnungen für eine Mode vorgenommen. 21



3 Das Photonenfeldshreiben läÿt, und der statistishe Operator erhält die bekannte Form mit n̂ = c†c:
ρk =

n̄n̂

(n̄+ 1)n̂+1
. (3.1.38)Der Erwartungswert der mittleren Teilhenzahl läÿt sih nun berehnen.

〈n〉 = 〈c†c〉 = Tr [c†c ρ] =

∞∑

n

〈n|c†ce
−β~ω c†c

Z
|n〉 =

∞∑

n

n
e−β~ω n

Z

=
1

Z
∂−β~ωZ = ∂−β~ω lnZ = n̄. (3.1.39)Hier wurde ausgenutzt, daÿ die Spurbildung linear ist. Im Teilhenbild ist die Formulierung alsokonsistent. Der Erwartungswert bei einer gegebenen Temperatur T ist gleih der mittleren Beset-zungszahl in dieser Mode. Für das Quadrat der Teilhenzahl ergibt sih:

〈n2〉 = 〈c†c c†c〉

=
1

Z
∂2
−β~ωZ =

1

Z
∂−β~ω

[
e−β~ω(1 − e−β~ω)−2

]

=
1

Z

[
e−β~ω(1− e−β~ω)−2 + 2 e−2β~ω(1 − e−β~ω)−3

]

= e−β~ω(1 − e−β~ω)−1 + 2 e−2β~ω(1− e−β~ω)−2

= n̄+ 2n̄2, (3.1.40)woraus sih 〈c†c†c c〉 = 〈c†c c†c〉 − 〈c†c〉 = 2n̄2 ergibt und für g(2) = 2. Die Korrelationsfunk-tion der 2.Ordnung als bedingte Wahrsheinlihkeit an beiden Detektoren Photonen zu zählen,ergibt also eine erhöhte Photonenzahl am zweiten Detektor, sobald am ersten ein Photon gemessenwurde. Dieser E�ekt nennt sih Bunhing [R�05℄ und bedeutet, daÿ thermishes Liht die Detekto-ren in Klumpen erreiht. Wenn also ein Photon detektiert wird, können zeitnah direkt sehr vielePhotonen gezählt werden, erhöht man jedoh die Zeitverzögerung τ , konvergiert g(2) gegen 1 undder Bunhing-E�ekt vershwindet. Je später man also miÿt, desto mehr verpaÿt man von demausgestrahlten Photonenbündel.3.1.5 Übersihtstabelle mit den vershiedenen Photonstatistiken
g(2) Bezeihnung Elektrishe Feldstärke 〈c〉 Intensität 〈c†c〉
= 2 Thermishes Liht = 0 = n̄

= 1 Kohärentes Liht = α = |α|2
< 1 Gequetshtes Liht = µα+ να∗ = |α|2 + |ν|2
= 1− 1

n Liht im Fokzustand = 0 = nTabelle 3.2: Übersihtstabelle der vershiedenen PhotonstatistikenZur Übersiht eine kleine Zustammenstellung der vershiedenen Photonstatistiken und Bezeih-nungen, die im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet werden (n̄ ist die mittlere Photonenzahl).Tabelle 3.2 faÿt die vorherigen Abshnitten zusammen.Zur graphishen Visualisierung der vershiedenen Photonstatistiken ist in Abbildung 3.2 ein she-matisher Strahlenverlauf dargestellt. Strahlt eine Lihtquelle nur ein Photon pro Zeitintervall aus,miÿt man ein extremes Anti-Bunhing und die Korrelationsfunktion 2. Ordnung ist null, für einemittlere Photonzahl von 1. Gequetshtes Liht hat eine im Vergleih zum kohärenten Liht vermin-derte Wahrsheinlihkeit, zwei Photonen zeitgleih zu messen. Der Strahl ist gestrihelt. Kohärentes22



3 Das PhotonenfeldLiht ist als durhgängiger Strahl gezeihnet. Miÿt man ein Photon an einem Detektor, so miÿtman auh eines am anderen Detektor. Thermishes Liht nun wird geklumpt ausgestrahlt. DiePhotonen kommen bevorzugt in Klumpen am Detektor an. Miÿt man also ein Photon an einemDetektor, so gibt es eine erhöhte Wahrsheinlihkeit, mehr Photonen am anderen zu messen, daherist kein Strahl, sondern ein Photonenhaufen abgebildet.
Abbildung 3.2: Visualisierte Photonstatistik3.2 LihtpulseIn diesem Abshnitt werden die ersten Shritte unternommen eine vollquantenmehanishe For-mulierung für einen thermishen Lihtpuls zu �nden, mit deren Hilfe die thermishe Anregung vonQuantenpunkt-Ensembles berehnet werden könnte.3.2.1 Kohärenter LihtpulsAusgegangen wird von dem quantisierten elektrishen Feld [VWW01℄. Die zeitlihe Entwiklungeines in x-Rihtung propagierenden Lihtpulses ergibt sih mit der De�nition aus Gleihung 2.3.40aus der Heisenberg-Bewegungsgleihung:

∂tE(x, t) =
i

~
[Hp, E(x)]

= i
∑

kµ

Eq ekµ

{

−iωk ckµ e
ikx − iωk c

†
kµ e

−ikx
}

.Die Integration führt auf die Lösung:
E(x, t) = i

∑

kµ

Eq ekµ

{

ckµ e
i(kx−ωkt) − c†kµ e−i(kx−ωkt)

}

. (3.2.41)Ganz allgemein lautet ein in positiver x-Rihtung propagierender Puls, quantenmehanish ausge-drükt mit den entsprehenden Moden, dem Quantisierungsvolumen und der aus der Heisenberg-Bewegungsgleihung resultierenden Zeitabhängigkeit in Form von Exponentialfunktionen:
E(x, t) = i

∑

nµ

√

~ωn

2ǫ0 AL
enµ

{

cnµ e
−iωn(t− x

c
) − c†nµ e

iωn(t− x
c
)
} (3.2.42)mit

V = AL Quantisierungsvolumen (3.2.43)
ωn = c kn Frequenz (3.2.44)
kn = 2π

L n Wellenzahl (3.2.45)
∆k = 2π

L Modenabstand. (3.2.46)23



3 Das PhotonenfeldUm die Summe in ein Integral zu überführen, wird zuerst eine 1 eingefügt ∆k/∆k, um den entspre-henden Modenabstand zu berüksihtigen, der von dem Quantisierungsvolumen abhängt. Hier istzu beahten, daÿ auh die Erzeuger- und Vernihter-Operatoren in Abhängigkeit vom Modenab-stand quantisiert werden und daher ebenfalls transformiert werden müssen:
E(x, t) = i

∑

nµ

∆k

√

~ωn

2ǫ0 AL∆k
enµ

{

cnµ√
∆k

e−iωn(t− x
c
) −

c†nµ√
∆k

eiωn(t− x
c
)

}

. (3.2.47)Die Summe kann nun als Integral geshrieben werden, wenn man die Länge des Quantisierungsvo-lumen gegen unendlih gehen läÿt, also den Modenabstand auf eine in�nitesimale Gröÿe verringert,d.h. L →∞:
E(x, t) = i

∑

µ

∫ ∞

0

dk √ c~k

4πǫ0A
eµ(k)

{

cµ(k) e−ik(ct−x) − c†µ(k) eik(ct−x)
}

. (3.2.48)Das elektrishe Feld sei nun linear polarisiert (z.B. [eµ(k)]y und [eµ(k)]z fest), unabhängig von derMode, sowie die Lihtoperatoren unabhängig von der Polarisation. Die Summe über µ wird durheine 2 ersetzt und es ergibt sih:
E(x, t) = i

∫ ∞

0

dk √ c~k

πǫ0A
enµ

{

c(k) e−ik(ct−x) − c†(k) eik(ct−x)
}

. (3.2.49)Bevor der Erwartungswert des Lihtfeldes gebildet werden kann, muÿ die Statistik des Lihtfeldesgewählt werden. Ausgehend von Gleihung 3.2.49 bildet man nun den Erwartungswert mittels derGlauberzustände 3.1.13, ersetzt ωk = ck, nimmt
α(k) = |α(k)| eiφk (3.2.50)
α(k)∗ = |α(k)| e−iφk , (3.2.51)beshränkt sih auf die x-Rihtung des elektrishen Feldes und auf eine modenabhängige linearePolarisation und erhält:

〈E(x, t)〉 =

√

c~

πǫ0A
eµ

∫ ∞

0

dk √k |α(k)|
{

eik(ct−x)−iφk − e−ik(ct−x)+iφk

}

. (3.2.52)Um zum Beispiel einen Gauÿpuls zu erhalten, ersetzt man den Betrag der Amplitudenfunktion
|α(k)| durh

|α(k)| =
√

N

∆k
√

2π
e−

(k−k̄)2

2∆k2 , (3.2.53)wobei ∆k = 1
cτ (τ ist die Pulsbreite) und N die Anzahl der Photonen in der Mode zählt. Um dasIntegral zu lösen, nimmt man nun an, daÿ die Impulsverteilung ausreihend sharf ist, also∆k << k̄gilt, somit √k durh √k̄ ersetzt werden kann. Führt man eine Nulladdition im Exponenten durhund nimmt eine modenunabhängige Phase φ̄ an, so shreibt sih der Erwartungswert des Feldesmit t0 = x

c :
〈E(x, t)〉 =

√

N~ck̄

πǫ0A∆k
√

2π
eµ e−

(t−t0)2

2τ2 sin[ck̄(t− t0)− φ̄]

∫ ∞

0

dk e− 1
2(∆k)2

[k−k̄−i(∆k)2(ct−x)]2

︸ ︷︷ ︸

=
√

2π∆k

.
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3 Das PhotonenfeldFührt man das Integral aus, erhält man shlieÿlih die Formulierung eines in positiver x-Rihtungpropagierenden Gauÿpulses mit ω̄ = ck̄, der zum Beispiel ein Quantenpunktsystem mit gewählterPuls�ähe √N anregt:
〈E(x, t)〉 =

√√
2πN∆k~ω̄

πǫ0A
eµ e

− (t−t0)2

2τ2 sin[ω̄(t− t0)− φ̄] (3.2.54)mit der Einheit
[〈E(x, t)〉] =

[
V

m

]

. (3.2.55)3.2.2 Thermisher LihtpulsThermishe Lihtpulse sind wegen der Energie-Zeit-Unshärfe shwierig zu beshreiben. Da mit ge-gebener Temperatur, z.B. der eines shwarzen Strahlers, die Besetzungszahlen für jede Mode exaktgegeben sind, kann das System in der Zeit niht mehr lokalisiert werden. Eine Möglihkeit, den-noh einen solhen Puls zu konstruieren, ist es, den thermishen Lihtpuls als Überlagerung zweierkohärenter Pulse zu fassen. Eine solhe propagierende Intensität ergibt sih aus dem inkohärentenAnteil des gewählten Statistishen Operators, der im folgenden Abshnitt zum Ausgangspunktgenommen wird, um die Dynamik einer propagierenden Photondihte zu berehnen.Diagonalisierung des GKSOZur Formulierung eines thermishen Lihtpulses wird der generalisierte kanonishe statistishe Ope-rator (GKSO) [FS90℄ hier allgemeiner gewählt als in Gleihung 3.1.34:
R{G} =

1

Z
e−

P

i λiGi , (3.2.56)wobei λ der Lagrangemultiplikator zur ausgesuhten Observablen Gi und Z die normierende Zu-standssumme darstellt. Mit der Wahl der Beobahtungsebene werden die Observablen ausgewählt,die im System ausgewertet werden sollen, hier die Intensität c†icj , so daÿ der generalisierte stati-stishe Operator folgende Form annimmt:
ρ =

1

Z
e−

P

ij
λijc†

i
c†

j . (3.2.57)Um die Berehnung der Erwartungswerte zu erleihtern, wird die Matrix λij mittels einer unitärenMatrix diagonalisiert5:
λij =

∑

k

φ∗ikλkφkj . (3.2.58)Für die Operatoren ergibt sih damit:
∑

ij

∑

k

φ∗ikλkφkj
︸ ︷︷ ︸

λij

c†i cj =
∑

ijk

λk (φ∗ikc
†
i )

︸ ︷︷ ︸

d†
k

(φkjcj)
︸ ︷︷ ︸

dk

=
∑

k

λkd
†
kdk. (3.2.59)

5Dies ist gleihzeitig die Bestimmungsgleihung der unitären Matrix φik. 25



3 Das PhotonenfeldUm die Erwartungswerte des Lihtfeldes zu berehnen, muÿ die Zustandssumme bekannt sein. Sielautet hier:
Z = Tr(e− P

k λkd†
k
dk

)

=
∏

k

1

1− e−λk
. (3.2.60)In dieser Formulierung vershwinden alle Singletts 〈c†k〉 und folgende Dubletts, da Erzeuger- undVernihteroperatoren aufgrund der Orthogonalität der Fokzustände im zu bildenden Erwartungs-wert gleih oft vorkommen müssen:

〈c†kc
†
k′〉 = 〈c†kc

†
k′〉 = 0. (3.2.61)Es bleibt der Erwartungswert der gesuhten Intensität, der nun die inkohärenten Anteile des sta-tistishen Operators über die diagonalisierten Lihtoperatoren berüksihtigt:

〈c†kc
†
k′ 〉 =

∑

ml

φmkφ
∗
k′l〈d†md†l 〉. (3.2.62)Aus der Anwendung von Gleihung 3.2.60 folgt nah übliher Rehnung (vgl. 3.1.39):

〈d†md†l 〉 =
δml

eλm − 1
→ 〈c†kc

†
k′〉 =

∑

m

φmkφ
∗
k′m

eλm − 1
. (3.2.63)Dieser allgemeine Ausdruk mit einem zu wählenden Parameter λ, in den die Temperatur und dieZeitabhängigkeit des Feldes eingeht, kann zur Grundlage genommen werden, eine propagierendeIntensität zu berehnen.Gauÿförmige Propagation der IntensitätMit den gegebenen Erwartungswerten läÿt sih nun ein thermisher Lihtpuls berehnen. Da es sihaber um einen thermishen Lihtpuls handelt, also die Intensität gemessen werden soll, muÿ derErwartungswert des Amplitudenquadrats mit Hilfe von Gleihung 3.2.49 errehnet und der Erwar-tungswert aus Gleihung 3.2.63 in Abhängigkeit des einfallenden Lihtfeldes ausgedrükt werden.In Appendix A.11 ist die Rehnung im Detail nahzulesen. So gewählt ist die inkohärente Pho-tondihte nihts anderes als die Überlagerung zweier kohärenter Lihtpulse, die zu vershiedenenZeiten ausgestrahlt werden, sih überlagern und so eine propagierende Photondihte erzeugen.

〈
c†(k)c(k′)

〉
= f(k) f(k′) (3.2.64)mit der Abkürzung

f(k) =

√√
2πN

τ

√

2ǫ0A
~ck

τc

4

{

e−
1
2 τ2c2(k−k̄)2 + e−

1
2 τ2c2(k+k̄)2

}

. (3.2.65)Als Einheit ergibt sih (zur Überprüfung) unter Berüksihtigung der Quantisierungsvolumina derLihtoperatoren für den Erwartungswert der Lihtoperatoren: Frequenz durh Intensität.
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4 Das Jaynes-Cummings-Modell (JCM)
4 Das Jaynes-Cummings-Modell (JCM)4.1 Hamilton-Operator des JCMUm für den späteren Vergleih zwi-

Abbildung 4.1: Das Jaynes-Cummings-Modell
shen kohärenter und inkohärenterAnregung einen Referenzpunkt zu ha-ben und die sih ergebendenGleihungen aus der Korrelationsent-wiklung auf ihre Gültigkeit zu über-prüfen, wird in diesem Ab-shnitt das JCM hergeleitet, das eineexakte Lösung für ein Zwei-Niveau-System inWehselwirkung mit einem1-modigen Lihtfeld erlaubt [LP07℄.Der Hamilton-Operator für einZwei-Niveau-System, das mit einem1-modigen elektromagnetishen Feld wehselwirkt shreibt sih ganz allgemein mit M cv
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.6Für eine analytishe Lösung ist es niht unbedingt notwendig, eine RWA durhzuführen, vgl. [ZZ89℄. 27



4 Das Jaynes-Cummings-Modell (JCM)Eine Konstante der Bewegung ist in einem abgeshlossenen 1-Elektron-System die Teilhenzahler-haltung Id = a†va
†
v + a†ca

†
c. Eine andere ist der Anregungszahloperator A = a†ca

†
c + c†kc

†
k, d.h. ineinem abgeshlossenen System ist die Zahl der Photonen und der angeregten Elektronen konstant.Zur weiteren Rehnung wird der Hamilton-Operator in diesen Erhaltungsgröÿen ausgedrükt:
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.Die Dynamik wird allein von HII getragen, da dieser Teil des Hamilton-Operators niht mit demvollständigen Hamilton-Operator tausht, also keine Konstante der Bewegung ist. HI tausht da-gegen mit ihm und ist folglih eine Konstante der Bewegung. Aufgrund dieser Struktur liegt einSeparationsansatz nahe und die Wellenfunktion des Systems wird in
|Ψ〉 := |ΨI〉 · |ΨII〉 (4.1.6)aufgespalten, wobei nah der stationären Shrödingergleihung
HI |Ψ〉I = EI |Ψ〉I (4.1.7)

HII |Ψ〉II = EII |Ψ〉II (4.1.8)gilt. Da HI mit dem Gesamt-Hamilton-Operator tausht enthält die zeitabhängige Lösung durhdie Shrödinger-Gleihung nur eine Phasenfaktor eiωI t, der in der Bildung des Erwartungswertes(Betragsquadrat) wegfällt. Für die Gesamtdynamik des Systems spielt demnah nur HII eineRolle. Im folgenden wird nun die Lösung für den Fall einer resonanten Anregung, also für ∆ = ωkermittelt.4.2 Analytishe Lösung des JCMDer Anfangszustand Ψ(t = 0) sei beispielsweise (o.B.d.A.) durh ein angeregtes Elektron festgelegtund durh n Photonen in der betrahteten Mode. Dieser Zustand wird aus dem Vakuumzustand
|0〉 durh die Anwendung der entsprehenden Operatoren erzeugt:
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|0〉 = |c n〉.Der Endzustand, der der Teilhenzahl-Erhaltung des Systems entspriht, ist ein Elektron im Grund-zustand und n+1 Photonen in der betrahteten Mode:
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|0〉 = |v n+ 1〉.Die allgemeine Lösung der Wellenfunktion ist eine Überlagerung dieser beiden Zustände:
|Ψ(t)〉 = Ci(t) |i〉+ Cf (t) |f〉. (4.2.9)ImWehselwirkungsbild spielt nur derHII -Operator eine Rolle. Die Shrödinger - Gleihung lautet:
i~
d

dt
|Ψ(t)〉 = HII |Ψ(t)〉. (4.2.10)28



4 Das Jaynes-Cummings-Modell (JCM)Die Wirkung von HII auf den Zustand läÿt sih über das Verhalten der Erzeuger- und Vernihter-Operatoren bezüglih der Vertaushungsrelationen und durh die Ein-Elektron-Annahme herleiten.Beispielsweise:
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n+ 1 |f〉.Daraus ergibt sih als Bewegungsgleihung nah Koe�zientenvergleih mit M̃ = ~
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n+ 1 Ci(t). (4.2.12)Mit den gegebenen Anfangsbedingungen Ci(0) = 1 und Cf (0) = 0 haben diese Gleihungen dieLösung:
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. (4.2.14)Die quantenmehanishe Rabi-Frequenz ist also von der Photonenanzahl abhängig.
Ωn = 2 M̃vc

k

√
n+ 1. (4.2.15)Je höher die Photonenzahl, desto stärker ist die Oszillation. Selbst bei einer Photonenzahl vonNull gibt es eine sogenannte Vakuum-Rabi-Oszillation, die auh experimentell beobahtet wird[NRS+94℄ und in Abbildung 4.2 zu sehen ist. Für die Besetzungswahrsheinlihkeiten ist das je-weilige Betragsquadrat zu ermitteln. Sie lauten:
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. (4.2.17)Für n=0 geplottet ergibt sih in der Abbilding 4.2 die nur quantenmehanish erklärbare Rabi-Oszillation, hier aufgetragen über die Puls�ähe, die sih aus Photonenzahl und Liht-Materie-Wehselwirkung ergibt.
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4 Das Jaynes-Cummings-Modell (JCM)
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Abbildung 4.2: JCM: Vakuum-Rabi-Oszillation der Elektrondihten des Leitungsbandes (rot) undValenzbandes (shwarz), Photonenzahl am Anfang: n=0.4.3 Überlagerung von Besetzungszahlzuständen im JCMUm vershiedene Photon-Statistiken (vgl. 3.1.1 - 3.1.4) im Jaynes-Cummings-Modell zu berük-sihtigen, muÿ das elektromagnetishe Feld als Linearkombination von Besetzungszahlzuständeneingeführt werden:
|Ψ(0)〉Photon =

∞∑

n=0

Cn|n〉. (4.3.18)Für das Zwei-Niveau-System gilt ganz allgemein:
|Ψ(0)〉Elektron = Cv|v〉+ Cc|c〉, (4.3.19)also eine Linearkombination aus den Wahrsheinlihkeiten und Zuständen, das Elektron im ange-regten oder im Grundzustand zu �nden. Der Zustand des Gesamtsystems ist nun das Tensorproduktaus den Wellenfunktionen für das Zwei-Niveau-System und für das elektromagnetishe Feld

|Ψ(0)〉 = |Ψ(0)〉Elektron ⊗ |Ψ(0)〉Photon. (4.3.20)Die Dynamik des Systems folgt wiederum aus der Shrödinger-Gleihung. Aus der bekannten Lö-sung für den Fokzustand läÿt sih die Lösung für die Gesamt-Wellenfunktion ermitteln7:
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. (4.3.23)7Dies gilt nur, wenn sih die Koe�zienten Cn zeitlih niht ändert, die Photonstatistik des Feldes also erhaltenbleibt. 30



4 Das Jaynes-Cummings-Modell (JCM)Hiermit lassen sih die vershiedenen Erwartungswerte des Systems errehnen. Zum Beispiel dieBesetzungsdihte im Leitungsband (bei einer Anfangsbedingung von Cv = 1 und Cc = 0):
〈a†ca†c〉 = 〈Ψ(t)|a†ca†c|Ψ(t)〉 =
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n=0

|Cn|2 sin2
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)

.Die Photon-Statistik wählt die Verteilungsfunktion der Fokzustandsüberlagerung Cn aus undsomit kann die Dynamik für vershiedene Photon-Statistiken verglihen werden.Die Verteilungsfunktion für einen kohärenten Zustand (vgl. Gleihung 3.1.2) lautet:
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2 .Der Parameter α gibt die Gewihtung an. Es kann eine mittlere Photonenzahl oder zum Beispiel

0 50 100 150 200

t [ps]
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Le
itu

ng
sb

an
dd

ic
ht

e

(a) Photonenzahl |α|2 = 5
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(b) Photonenzahl |α|2 = 50Abbildung 4.3: JCM: Leitungsbanddynamik eines Zwei-Niveau-Systems in einem kohärenten Liht-feldein Gauÿpuls eingesetzt werden.Mit einem gewählten Wert für α kann man nun die Gleihung aus 4.3.24 für vershiedene Zeit-punkte berehnen. Als Ergebnis erhält man die Leitungsbanddynamik eines Zwei-Niveau-Systemsin einem quantisierten Lihtfeld, in diesem Falle, in einem kohärenten Feld mit einer gegebenenPoisson-Verteilung. Die Summe in 4.3.24 kann vorzeitig abgebrohen. Zur Siherheit sind Beiträgefür n bis nmax = |α|2 ·10 mitgenommen worden. Wegen der sharfen Verteilungsfunktion gibt es fürhöhere n nur noh vernahlässigbar geringe Beiträge, die nihts am geplotten Ergebnis verändern.In Abbildung 4.3 sieht man die Leitungsbanddihte über die Zeit geplottet. Die Rabi-Oszillationhat gründlih ihre Gestalt verändert und es treten sogenannte Collapse und Revivals auf, also naheiner Auslöshung (ollapse) wieder auftretende Oszillationen (revivals), die aus der Interferenz zwi-shen den vershiedenen quantenoptishen Rabi-Frequenzen (Gleihung 4.2.15) hervorgehen. DieÜberlagerungen wirken konstruktiv oder destruktiv und erzeugen die sihtbare Shwebung. ZumVergleih ist die Leitungsbanddihte noh für eine andere mittlere Besetzungszahl geplottet. DieRevival-Zeit verlängert sih bei höherer Photonenzahl deutlih. Über die Energie-Zeit-Unshärfeläÿt sih für die Revivalzeit TR eine wurzelförmige Abhängigkeit von der Photonenzahl abshätzen[VWW01℄:
TR =

2π
∣
∣M̄vc

k

∣
∣
2 |α| . (4.3.24)31



4 Das Jaynes-Cummings-Modell (JCM)Für die thermishe Anregung gilt eine andere Statistik (vgl. 3.1.38), die Bose-Einstein-Statistik. Siewird ausgedrükt mit n = 〈c†c〉 und als mittlere Besetzungszahl (abhängig von der Temperatur) n̄als eine Besetzungswahrsheinlihkeit von
|Cn|2 =

n̄n

(n̄+ 1)n+1
. (4.3.25)Die Superposition ergibt shon durh diesen Ausdruk ein untershiedlihes Ergebnis. Plottet manmit dieser Verteilung die Leitungsbanddynamik so ergibt sih ein völlig anderes Verhalten. In Abbil-
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(a) Photonenzahl n̄ = 5
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(b) Photonenzahl n̄ = 50Abbildung 4.4: JCM: Leitungsbanddynamik eines Zwei-Niveau-Systems in einem thermishenLihtfelddung 4.4 ist die Leitungsbanddynamik eines Zwei-Niveau-Systems in einem thermishen Lihtfelddargestellt. Selbst im Falle gleiher Energie, also gleiher mittlerer Photonenzahl, oszilliert dasSystem thermish angeregt ganz anders als kohärent angeregt. Die Oszillation ist haotisher undzeigt keine eindeutige Tendenz. Revivals und Collapse-Phänomene deuten sih an, sind aber langeniht so ausgeprägt wie in Abbildung 4.3. Dies zeigt shon, daÿ quantenoptishe E�ekte bei derAnregung eine groÿe Rolle spielen können.Das Jaynes-Cummings-Modell hat jedoh den Nahteil, auf ein isoliertes Zwei-Niveau-System undeine niht-stationäre Anregung beshränkt zu sein8. Die analytishe Lösung gilt auÿerdem nurin einem abgeshlossenen System, also ohne dissipative Prozesse. Im folgenden sollen nun Shrit-te unternommen werden, dieses Modell zu erweitern und die quantenoptishen Anregung auf eingekoppeltes System von Quantenpunkten zu untersuhen.
8Es gibt einige Versuhe, eine analytishe Lösung auh für ein anfänglih im Grundzustand be�ndlihes Zwei-Niveau-System zu �nden, das mit einem quantisierten Lihtfeld wehselwirkt, vgl. [CKSM93℄. 32



5 Isolierter Quantenpunkt
5 Isolierter QuantenpunktGrundlegende E�ekte der quantisierten Anregung von Quantenpunkten lassen sih shon bei iso-lierten Quantenpunkten erkennen. Als Vorbereitung auf das gekoppelte System, das in Kapitel6 behandelt wird, werden nun die vershiedenen Anregungsformen bei einem isolierten Quanten-punkt berehnet. Dieser wehselwirkt mit keinem anderen elektronishen System und kann in derhier angewendeten E�ektiven-Massen-Näherung als Zwei-Niveau-System betrahtet werden (vg.Abshnitt 2.3.1). Polarisation des Lihtes und der Spin des Elektrons bleiben unberüksihtigt, dahier lediglih die ersten und grundlegenden Mehanismen der quantisierten Anregung untersuhtwerden sollen.Es gibt zwei Möglihkeiten, ein System anzuregen. Zur Verfügung stehen stationäre und niht-stationäre Anregungsformen, die in diesem Abshnitt jeweils getrennt voneinander untersuhtwerden. Zuerst wird der isolierte Quantenpunkt im stationären Limit angeregt, so daÿ für dieErwartungswerte ∂t〈A〉 = 0 gilt. Die vershiedenen Lihtstatistiken gehen hier über die Kor-relationsfunktion der Intensität ein 3.1.1, die in den Bewegungsgleihungen der 4. Ordnung imLihtkopplungs-Element eingeht, und werden miteinander verglihen.Bevor die niht-stationäre Anregung untersuht wird, werden die entsprehenden Bewegungsglei-hungen in Korrelationsentwiklung hergeleitet und mittels des Jaynes-Cummings-Modell auf ihreGültigkeit hin überprüft. Es zeigt sih, daÿ die Korrelationsentwiklung für Puls�ähen viel kleinerals 1 eine gute Näherung darstellt. Daraufhin wird die niht-stationäre Anregung numerish wieanalytish berehnet und die Ergebnisse werden vorgestellt und miteinander verglihen. In einemletzten Shritt wird noh ein System ungekoppelter Quantenpunkte als Möglihkeit vorgestellt,Lihtfelder mit kontrollierter Lihtstatistik zu erzeugen. Diese in einem Resonator sitzenden Quan-tenpunkte dienen als Beispiel für eine Lihtquelle, mit der die hier vorgestellten Berehnungen,experimentell überprüft werden könnten.5.1 Stationäre AnregungDie stationäre Anregung des Quantenpunktes hat den groÿen Vorteil, daÿ das System einen Gleih-gewihtszustand erreihen kann, in welhem die konstante Anregung und die Verluste, erzwungendurh Dämpfungsprozesse, sih die Waage halten und die Zeitableitung der Erwartungswerte ver-shwindet. In diesem sogenannten stationären Limit können die Gleihungen leiht gelöst werden.Die angenommenen Verluste begründen sih über dissipative Lihtmoden, also Moden, die nihtmehr mit dem System rükwirken 2.6. Die Photonen, die im Prozeÿ der spontanen Emission demSystem verloren gehen, können also niht mehr absorbiert werden. Dieses Gleihgewiht stellt sihnah einem von der gewählten Dämpfungsstärke, Lihtkopplung und Anregungsstärke abhängigenZeitpunkt ein. Das System shwingt sih zuerst ein und bleibt dann stabil.Die Photonstatistik geht hier niht in die Photondihte ein, sondern zeigt sih als ein E�ekt hö-herer Ordnung (4.Ordnung der Lihtkopplung, im Intensitätsquadrat). Ist die Teilhenzahl, alsodie mittlere Photonenzahl in der Mode gleih, so ergibt sih trotz vershiedener Lihtstatistik, daÿsih der Erwartungswert der Intensitäten niht untersheidet 3.2. Erst die Korrelationsfunktionder Intensitäten im Hanbury-Twiss-Brown-Experiment liefert eine Charakteristik, anhand dererdie Lihtfelder voneinander untersheidbar sind. Insofern muÿ bei einer stationären Anregung injedem Fall das zu lösende Di�erentialgleihungssystem bis zur 4.Ordnung der Liht-Kopplung auf-gestellt werden. In der 2.Ordnung sind die Dynamiken unter der Voraussetzung, daÿ das Lihtfelddem System dieselbe Menge an Energie zuführt, identish.

33



5 Isolierter Quantenpunkt5.1.1 BewegungsgleihungenDie Liht-Materie-Wehselwirkung führt zwangsweise auf das Hierarhieproblem: Das Di�erenti-algleihungssystem der Operatoren muÿ mittels einer angemessenen Approximation abgebrohenwerden. Im Falle der stationären Anregung werden die Elektrondihten nur von Photondihtengetrieben. Es liegt nahe, in der höhsten Ordnung die Bornshe Näherung durhzuführen 2.5.3. Inder 4.Ordnung im Lihtkopplungs-Element wird demnah folgende Approximation durhgeführt:
〈a†va†vc†kc

†
kc

†
kc

†
k〉 = 〈a†va†v〉〈c

†
kc

†
kc

†
kc

†
k〉. (5.1.1)Diese Näherung ist insofern nur gültig, wenn im Vergleih zur Zahl der Elektronen die Photonen-zahl hoh genug ist. Im folgenden wurde darauf geahtet, daÿ das Verhältnis der Elektron- zurPhotonenzahl 0.01 niht übershreitet. Die Rükwirkung des elektronishen Systems auf das pho-tonishe muÿ marginal sein. Die Photonenzahl der Anregung darf jedoh niht zu hoh werden.Je höher die Zahl der Photonen ist, desto wihtiger werden höhere Ordnungen. Die Ergebnissesind nur gültig, wenn einerseits die Bornshe Näherung anwendbar, andererseits die 4.Ordnung imLihtkopplungselement jedoh ausreihend ist. Die Puls�ähe muÿ in jedem Fall viel kleiner als1 bleiben. Zur Parameterkontrolle wurde bei jedem der im folgenden gezeigten Ergebnisse daraufgeahtet, daÿ es sih tatsählih um ein stationäres Limit handelt, die Resultate also ab einembestimmten Zeitpunkt keine Veränderung mehr erfahren.Die Bewegungsgleihungen in der RWA 2.5.1, bis zur 4.Ordnung im Lihtkopplungselement, sowiein der Bornshen Näherung 2.5.3 lauten mit der Photondihte 〈c†kc†k〉 = n für die Elektronendihteim Leitungsband mit angenommenem radiativen Zerfall 2.6 und einer festen Mode k, M̄vc

k = M̄2.3.45:
∂t〈a†ca†c〉 = −2Γ 〈a†ca†c〉+ 2 Im [M̄ 〈a†va†cc†〉] . (5.1.2)Die Photon-assistierte Polarisation mit der Bandlükenfrequenz ω1 = ωc−ωv und der Lihtfrequenz

ω treibt die Leitungsbanddihte:
∂t〈a†va†cc†〉 =i(ω − ω1 + iΓ)〈a†va†cc†〉 − 2iM̄∗

[
1

2
〈a†ca†c〉+ 〈a†ca†cc†c†〉 − n

]

. (5.1.3)In der Inhomogenität sind sowohl die spontane Emission enthalten (der Term, der nur von derBesetzungsdihte im Leitungsband abhängt) sowie die von der Photondihte-assistierte Inversi-on, die Di�erenz zwishen Leitungs- und Valenzband: 〈a†ca†cc†c†〉 − 〈a†va†vc†c†〉 = 2〈a†ca†cc†c†〉 − n,das Kernstük der Rabi-Oszillation. Im Limit der hier verwendeten Näherung kann es zu keinerRabi-Oszillation kommen. Die Bewegungsgleihungen verlieren ihre Gültigkeit, sobald die Inversi-on positiv wird, d.h., die Leitungsbanddihte also gröÿer als die Valenzbanddihte ist.Die Photondihte-assistierte Leitungsbanddihte wird von einer Polarisation mit drei Lihtopera-toren getrieben. Sie wird wie die Leitungsbanddihte gedämpft, da die radiative Dämpfung hierals Abstrahlung in eine dissipative Mode interpretiert wird, die niht mit dem treibenden Lihtfeldwehselwirkt, beispielsweise eine andere räumlihe Ausbreitungsrihtung besitzt 2.6:
∂t〈a†ca†cc†c†〉 = −2Γ 〈a†ca†cc†c†〉+ 2 Im [M̄ 〈a†va†cc†c†c†〉

]
. (5.1.4)In der letzten, für die stationäre Anregung zu lösende Gleihung, tritt nun der 4er-Photon-Erwartungswert, der die Inversion treibt, auf:

∂t〈a†va†cc†c†c†〉 =− i(ω1 − ω − iΓ)〈a†va†cc†c†c†〉

− i M̄∗
[

2〈a†ca†cc†c†〉+ 2n2 g(2)〈a†ca†c〉 − n2 g(2)
]

.
(5.1.5)In Gleihung 5.1.5 ist der 4er-Photon-Erwartungswert shon durh die Korrelationsfunktion derIntensität aus der De�nition in 3.1.1 ausgedrükt worden, mit welher die Photonstatistik in das34



5 Isolierter QuantenpunktGleihungssystem eingeht und der Ein�uÿ der Photonstatistik auf die Systemdynamik untersuhtwerden kann:
〈c†c†c†c†〉 = 〈c†c†〉2 g(2). (5.1.6)5.1.2 Analytishe LösungIm Falle eines isolierten Quantenpunktes lässt sih das Gleihungssystem analytish lösen. Hierfürwird die Markovnäherung (siehe Abshnitt 2.5.4) verwendet, um die Polarisationen nah formalerIntegration in einen auswertbaren Ausdruk zu bringen:

〈a†va†cc†c†c†〉(t) = −i M̄∗
[

2〈a†ca†cc†c†〉+ 2n2 g(2)〈a†ca†c〉 − n2 g(2)
]

∫ ∞

0

ds e−i(ω1−ω−iΓ)s.
(5.1.7)Das Integral konvergiert wegen der Dämpfung:

∫ ∞

0

ds e−i(ω1−ω−iΓ)s =
e−i(ω1−ω−iΓ)s

(ω1 − ω)− iΓ

]∞

0

=
1

−i

[

− ω1 − ω
(ω1 − ω)2 + Γ2

− i Γ

(ω1 − ω)2 + Γ2

]

,und für die Polarisationen ergibt sih demnah:
〈a†va†cc†c†c†〉(t) = M̄∗

[

2〈a†ca†cc†c†〉+ 2n2 g(2)〈a†ca†c〉 − n2 g(2)
]

[

− ω1 − ω
(ω1 − ω)2 + Γ2

− i Γ

(ω1 − ω)2 + Γ2

] (5.1.8)
〈a†va†cc†〉(t) = M̄∗ {〈a†ca†c〉+ 2〈a†ca†cc†c†〉 − 2n

}

[

− ω1 − ω
(ω1 − ω)2 + Γ2

− i Γ

(ω1 − ω)2 + Γ2

]

.
(5.1.9)Zur Berehnung der Dihten wird nur der Imaginärteil der Polarisationen benötigt. Es wird ange-nommen, daÿ die Lihtkopplung reell ist. Mit der Abkürzung: Λ = (ω1−ω)2+Γ2

2M2 , in der das Verhältnisvon der Lihtkopplung zur Dämpfung sowie der Resonanzterm eingeht, also durh Materialpara-meter und gewählte Lihtfrequenz festgelegt wird, ergibt sih für die Dihten:
∂t〈a†ca†cc†c†〉 =

−2Γ

Λ

[

(1 + Λ) 〈a†ca†cc†c†〉+ n2 g(2)〈a†ca†c〉 −
1

2
n2 g(2)

] (5.1.10)
∂t〈a†ca†c〉 =

−2Γ

Λ

[

(
1

2
+ Λ) 〈a†ca†c〉+ 〈a†ca†cc†c†〉 − n

]

. (5.1.11)Die beiden Dihten sind miteinander gekoppelt und können ineinander eingesetzt werden. ZurVereinfahung der Rehnung und zur Erhöhung der Übersihtlihkeit wird das Gleihungssystemin Matrixform geshrieben. Man erhält:
− Λ

2Γ





∂t〈a†ca†c〉

∂t〈a†ca†cc†c†〉



 =





1
2 + Λ 1

n2 g(2) 1 + Λ









〈a†ca†c〉

〈a†ca†cc†c†〉



−





n

1
2n

2 g(2)



 . (5.1.12)
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5 Isolierter QuantenpunktIm stationären Grenzfall vershwinden die Zeitableitungen. Polarisationen wie Dihten verändernsih niht. Der Gleihgewihtszustand kann errehnet werden, indem die Koe�zientenmatrix dia-gonalisiert wird:
0 = β





n2 g(2) 0

0 −(1 + Λ)









〈a†ca†c〉

〈a†ca†cc†c†〉



+





n(1 + Λ)− 1
2n

2 g(2)

− (1+Λ)( 1
2+Λ)

2 + n(1 + Λ)



mit β =
{

1− (1+Λ)( 1
2 +Λ)

n2 g(2)

}.Das analytishe Ergebnis der Dihten läÿt sih nun vollständig in kontrollierbaren Parametern(eingestrahlte Lihtfrequenz, eingestrahlte Intensität (Photonen pro Zeiteinheit sowie das g(2) desLihtfeldes) sowie vom Material abhängigen Gröÿen (Dämpfung und Lihtkopplung des Quanten-punktes) darstellen:
〈a†ca†cc†c†〉 =

1

2

2n3 g(2) − n2 g(2)

n2 g(2) − (1 + Λ)(1
2 + Λ)

(5.1.13)
〈a†ca†c〉 =

1

2

n2 g(2) − n(1 + Λ)

n2 g(2) − (1 + Λ)(1
2 + Λ)

(5.1.14)
=

1

2

[

1− n(1 + Λ)− (1 + Λ)(1
2 + Λ)

n2 g(2) − (1 + Λ)(1
2 + Λ)

]

. (5.1.15)Mit Hilfe dieser Gleihungen läÿt sih der Ein�uÿ der Photonstatistik auf die Antwort des Systemsvergleihen. Je nah eingestellten g(2), das einen beliebigen positiven Wert einnehmen kann, erhältman vershiedene Werte für die Dihten. Zur Überprüfung des Ergebnisses können zwei Grenzfällebetrahtet werden: das System erhält kein Photon oder eine sehr groÿe Anzahl von Photonen.Enthält es kein Photon, so vershwindet der Zähler in Gleihung 5.1.13 und 5.1.14. Der Nennerbleibt endlih aufgrund der Dämpfungen. Die Wahrsheinlihkeit, ein Elektron im Leitungsbandzu �nden, wird null. Ohne Photon bleibt das elektronishe System im Grundzustand. Sind dage-gen sehr viele Photonen im System, dominieren die höhsten Potenzen der Photondihte in Zählerund Nenner. Die Photondihte-assistierte Leitungsbanddihte steigt in diesem Limit linear mit derPhotondihte an. Dies ist physikalish, da die bedingte Wahrsheinlihkeit von Leitungsbanddih-te und Photondihte bei sehr hohen Photonenzahlen faktorisiert und der Wert der Photondihtedominant wird. In Gleihung 5.1.14 dagegen heben sih Zähler und Nenner auf und der Grenzwertist 0.5. Bei sehr hohen Photonenzahlen be�ndet sih das Elektron mit gleiher Wahrsheinlihkeitim Leitungs- wie im Valenzband.Bevor die Di�erenz in Abhängigkeit von der Photondihte, bei festgehaltener Dämpfung und Liht-kopplung, geplottet wird, wird noh die numerishe Lösung für die Dihten ermittelt.5.1.3 Numerishe Lösung für vershiedene g(2)Die numerishen Lösungen wurden mittels des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung ermittelt. DieAnfangswerte sind so gewählt, daÿ das System sih im Grundzustand be�ndet (Valenzbanddihte =1, Leitungsbanddihte = 0). Zum Zeitpunkt t=0 gibt es kein Photon im System. Die Liht-Materie-Kopplung des elektronishen Systems wird im Vergleih zur gewählten Dämpfung als shwah an-genommen. Strong-Coupling-E�ekte spielen [PGR+07℄, da hier kein Resonator angenommen wird,keine Rolle.Mittels Iteration wurden die Dynamiken berehnet und letztlih die Elektrondihte im Leitungs-band geplottet. Die Photondihte beginnt bei Null und wird langsam erhöht, bis sie einen konstan-ten (stationären) Wert erreiht. In Abbildung 5.1(a) ist die Elektrondihte im Leitungsband überdie Zeit für thermishe wie kohärente Anregung geplottet. Man erkennt, wie die Elektrondihtenlangsam ansteigen und einen konstanten Wert erreihen. Der Bereih des stationären Limits ist hier36



5 Isolierter Quantenpunkt
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Thermische Anregung (numerisch)(b) Photondihte-assistierte LeitungsbanddihteAbbildung 5.1: Leitungsbanddynamik eines isolierten Quantenpunktes: Stationär angeregt mit ei-nem kohärenten (rot) und thermishen Lihtfeld (rot) - numerishe Ergebnisseab 50ps erreiht und die Photondihte so gewählt, daÿ die Gültigkeit der gemahten Näherungengewährleistet ist (Puls�ähe viel kleiner 1, Photonenzahl hoh genug für die Bornshe Näherung).Die Gröÿen des elektronishen Systems be�nden sih im Gleihgewiht und verändern sih nihtmehr. Die Wahrsheinlihkeit ein Elektron im Leitungsband zu �nden, ist bei kohärenter Anregung(shwarze Linie) höher als bei thermisher Anregung (rot). Die erhöhte Korrelationsfunktion derIntensität im Falle thermisher Anregung hat einen negativen E�ekt auf die Leitungsbanddynamik.Bei gleih eingestrahlter Energie wird weniger Energie auf das elektronishe System übertragen alsim Falle kohärenter Anregung. Dieser E�ekt hängt von der Intensität des anregenden Feldes ab.Je höher die Intensität ist, desto gröÿer der Untershied.Um dies zu verstehen, hilft es, sih die Dynamik der Photondihte-assistierten Leitungsbanddihtein Abbildung 5.1(b) anzusehen. Diese ist für thermishe Anregung ungefähr zweimal so groÿ wiefür kohärente Anregung. Das Verhältnis hat sih also umgedreht. In Gleihung 5.1.11 erkennt man,daÿ die Photondihte assistierte Elektrondihte in die Leitungsbanddynamik mit negativem Vor-zeihen eingeht, die Anregung also bremst. Je höher sie ist, desto shneller füllt sih die Inversionund wird positiv, leitet also eine Oszillation ein. Die Photondihte-assistierte Leitungsbanddihtehängt jedoh stark von der gewählten Photonstatistik ab, wie man am Untershied in Gleihung5.1(b) und an der analytishen Lösung in Gleihung 5.1.13 erkennt. Konsequenz eines gröÿeren

g(2) ist die verringerte Wahrsheinlihkeit, ein Elektron im Leitungsband zu �nden, selbst unterder Bedingung, daÿ die Intensität gleih ist. Physikalish bedeutet dies, daÿ die geklumpten Pho-tonen (im Bunhing für thermishes Liht) weniger e�zient die Leitungsbanddihte treiben, da sieungeordnet und stark gebündelt ankommen. Sie gehen der Elektrondynamik verloren, falls Zwei-Photonen-Prozesse keine Rolle spielen, wie z.B. bei gekoppelten Systemen. Für 1-Photon-Prozesseist es günstiger, wenn die Photonen wie beim kohärenten Liht wohlgeordnet das elektronisheSystem erreihen.5.1.4 Vergleih des numerishen mit dem analytishen ErgebnisZur Überprüfung des analytishen wie numerishen Ergebnisses, werden bei gleiher Parameterwahldie erreihten Leitungsbanddihten miteinander verglihen. In Abbildung 5.1.4 erkennt man, daÿdas numerishe Ergebnis gegen das analytish ermittelte konvergiert. Die anfänglihe Abweihungzwishen Analytik und Numerik resultiert aus der langsamen Erhöhung der Photondihte. Sobaldjedoh die Gültigkeit des stationären Limits erreiht ist (a. nah 50ps), stimmen die Werte überein.37



5 Isolierter Quantenpunkt
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thermische Anregung (analytisch)Abbildung 5.2: Leitungsbanddynamik eines isolierten Quantenpunktes: Vergleih des analytishen(grün, blau) mit dem numerishen Ergebnis (shwarz, rot).Die Abweihung beträgt wenige Hundertstel Prozent und bestätigt die Gültigkeit der analytishenLösung unter den gemahten Näherungen (Markov-Approximation für die Polarisationen).5.1.5 Vergleih der Leitungsbanddihte für vershiedene g(2)Die Korrelationsfunktion der 2.Ordnung geht erst in Termen der 4.Ordnung im Lihtkopplungs-Element ein. Würde man das Gleihungssystem in der 2.Ordnung shlieÿen, könnten die photon-statistishen E�ekte niht beobahtet werden9. Es ist also zu erwarten, daÿ bei höheren Photon-dihten die Bedeutung der 4.Ordnung steigt und somit der Untershied zwishen den vershiedenenPhotonstatistiken in der Anregung stärker wird. Hierzu wird in einem ersten Shritt die analyti-she Lösung in Gleihung 5.1.14 mit den gegebenen Parametern berehnet und als Funktion derPhotonenzahl geplottet, um dann die Di�erenz der Leitungsbanddihte über die Photondihte auf-zutragen.In Abbildung 5.3(a) ist die Leitungsbanddihte für kohärentes (shwarz) und thermishes Liht(rot) für vershiedene Photondihte geplottet. Für Photonenzahlen bis 3000 sind die Ergebnis-se gültig, also hier im gültigen Bereih dargestellt. Wie erwartet, steigt die Wahrsheinlihkeit,ein Elektron im angeregten Zustand zu �nden, mit der eingestrahlten Photondihte (Intensität).Man erkennt, daÿ der Untershied für geringe Intensität vergleihsweise gering ausfällt, mit zuneh-mender Intensität sih die Graphen jedoh aufspreizen und deutlih voneinander zu untersheidenbeginnen. In Abbildung 5.3(b) ist die Di�erenz der jeweils im stationären Limit erreihten Leitungs-banddihte zwishen kohärenter und thermisher Anregung geplottet. Der Verlauf ist parabelförmig(Funktionen der 2. und 4.Ordnung im Kopplungselement) und positiv. Bei kohärenter Anregungsteigt bei zunehmender Lihtintensität die Elektrondihte shneller. Bei einer Photonenzahl von1000, die konstant in das System eingestrahlt werden, ist der Untershied beinahe 10 %.5.2 Niht-stationäre AnregungBisher wurde die stationäre Anregung eines isolierten Quantenpunktes betrahtet. Das Systemkonnte einen Gleihgewihtszustand erreihen, die Lösung analytish berehnet werden. In diesemAbshnitt soll nun die niht-stationäre Anregung eines Quantenpunktes untersuht werden. Sowohldie Faktorisierung wie die Pulsde�nition sind von denen im vorherigen Abshnitt zu untershei-den. Im folgenden wird die Korrelationsentwiklung benötigt, um Singlett-Erwartungswerte fürdie kohärente Anregung konsistent in den Gleihungen zu berüksihtigen (siehe Abshnitt 2.5.2).9Es sei denn, man würde eine e�ektive Mode des anregenden Lihtfeldes wählen und shon in der Art der Impuls-Verteilung und in der gewählten Faktorisierung ein Untershied erzwingen. vgl. hierzu [KK06℄ 38



5 Isolierter Quantenpunkt
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(b) Di�erenz der Leitungsbanddihten als Funk-tion der AnregungsstärkeAbbildung 5.3: Leitungsbanddynamik eines isolierten Quantenpunktes: Untershied zwishen ko-härenter (shwarz) und thermish (rot) erzeugter AnregungEs wird nur bis zur 2. Ordnung in der Lihtkopplung faktorisiert, also zwei k-Summen ausge-wertet. Nah Aufstellung der Bewegungsgleihungen mittels der Heisenberg-Bewegungsgleihungfür Operatoren wird die Korrelationsentwiklung in ihrer Gültigkeit überprüft. Die Ergebnisse derKorrelationsentwiklung werden mit denen des Jaynes-Cummings-Modells verglihen, um Grenzender Gültigkeit mittels der Puls�ähe auszudrüken. Im nähsten Shritt wird analytish die kohä-rente mit der thermishen Anregung verglihen. Abshlieÿend wird die analytishe Lösung mit dernumerishen verglihen.5.2.1 Korrelierte BewegungsgleihungenIm Untershied zur niht-stationären Anregung untersheiden sih bei stationärer Anregung dieBewegungsgleihungen, wenn kohärent oder thermish angeregt wird. Im Falle eines kohärenten,einfallenden Lihtfeldes existieren die Singlett-Photon-Erwartungswerte10:
〈c†k〉 6= 0 (5.2.16)
〈c†k〉 6= 0. (5.2.17)Wie in Abshnitt 3.2.1 beshrieben, läÿt sih mit diesen Erwartungswerten ein propagierenderLihtpuls beshreiben, der das elektronishe System proportional zur gewählten Photonenzahl wiezur Lihtkopplung anregt. Die Faktorisierung muÿ dies berüksihtigen.Im Falle thermisher Anregung existiert nur der Dublett-Erwartungswert:
〈c†kc

†
k′ 〉 6= 0. (5.2.18)

10Es existieren auh Dublett-Erwartungswerte 〈c†
k
c
†

k′〉 und 〈c†
k
c
†

k′〉. Da die Anregung jedoh rein kohärent sein soll,tauhen diese erst als Antwort des Systems auf, die zu beshreiben hier niht im Vordergrund steht. 39



5 Isolierter QuantenpunktHieraus ergeben sih vershiedene Di�erentialgleihungssysteme. Folgende Abkürzung wird im fol-genden für die Liht-Materie-Kopplung gelten:
M̄R

k =
1

~
Mvc

k e−i(ωR−ωk)t (5.2.19)
M̄R∗

k = −1

~
M cv

k ei(ωR−ωk)t, (5.2.20)wobei ωR die Frequenz des gewählten Rotating-Frames ist, die für die RWA eingeführt wird, und
ωk die Frequenz des Lihtfeldes bezeihnet. Die Bewegungsgleihungen sind in der Rotating-Wave-Approximation aufgeshrieben.5.2.1.1 Kohärente AnregungDie Bewegungsgleihungen spaltet sih nah Faktorisierung in einen semiklassishen und einenquantenoptishen Anteil auf, wobei im semiklassishen Fall die elektronishen und photonishenAnteile komplett getrennt behandelt werden. Die quantenoptishen E�ekte sind in diesem Bildstets Korrekturen zum semiklassishen Fall, in welhem angenommen wird, daÿ elektronishe undphotonishe Erwartungswerte unabhängig voneinander sind. Für die Leitungsbanddihte ergibtsih:

∂t〈a†ca†c〉R = −2 Γ 〈a†ca†c〉+ 2 Im[∑
k

M̄R
k 〈c†k〉R 〈a†va†c〉R + M̄R

k 〈a†va†cc†k〉cR

]

. (5.2.21)Das Γ leitet sih wie im Falle der stationären Anregung aus dissipativen Moden ab. Für die Pola-risation folgt:
∂t〈a†va†c〉R = (−iω1 + iωR − Γ) 〈a†va†c〉R − i

∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†k′ 〉R

{
〈a†ca†c〉R − 〈a†va†v〉R

}

− i
∑

k′

M̄R∗
k′

{

〈a†ca†cc†k′ 〉cR − 〈a†va†vc†k′〉cR
}

.
(5.2.22)Vernahlässigt man nun in Gleihung 5.2.21 und Gleihung 5.2.22 alle Erwartungswerte, die nurkorreliert existieren, jene mit einem hohgestellten , dann ergibt sih ein geshlossenes Gleihungs-system, das den Halbleiter-Bloh-Gleihungen entspriht und auh für niht-stationäre Anregunganalytish gelöst werden kann. Die Lösung kann im Appendix A.13 nahgelesen werden. Für dierestlihen Gleihungen sei auf den Appendix A.12 verwiesen. Quantenoptishe E�ekte wie die spon-tane Emission tauhen erst auf, wenn die Korrekturen mitgenommen werden. Stellvertretend fürdie in Abshnitt A.12 aufgeführten Gleihungen sei die Photon-assistierte Polarisation vorgestellt:

∂t 〈a†va†cc†k〉cR = (iωR − iω1 − Γ) 〈a†va†cc†k〉cR − i M̄R∗
k

{

〈a†ca†c〉cR −
∣
∣〈a†ca†v〉cR

∣
∣
2
}

− i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†k′ 〉

{

〈a†ca†cc†k〉cR − 〈a†va†vc
†
k〉cR
}

− i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†kc

†
k′ 〉cR

{
〈a†ca†c〉cR − 〈a†va†v〉cR

}
.

(5.2.23)Je nah Lihtkopplungsstärke erhöht sih die Wihtigkeit der bedingten Wahrsheinlihkeiten zwi-shen dem elektronishen und photonishen System. Gleihung 5.2.23 stellt siher, daÿ nah einerAnregung durh einen Puls die Leitungsbanddihte selbstkonsistent durh spontane Emission ab-gebaut wird. Dieses radiative Dephasing ist der prominenteste quantenoptishe E�ekt.
40



5 Isolierter Quantenpunkt5.2.1.2 Thermishe AnregungDie Zahl der Bewegungsgleihungen für thermishe Anregung ist deutlih kleiner als im Falle kohä-renter Anregung, da Singlett-Erwartungswerte der Lihtoperatoren in einem thermishen Lihtfeldniht existieren. Für die Besetzungsdihte im Leitungsband ergibt sih:
∂t〈a†cac〉R = −2 Γ〈a†ca†c〉+ 2 Im[∑

k

M̃R
k 〈a†vacc

†
k〉R
]

. (5.2.24)Die Leitungsbanddihte ist niht weiter faktorisierbar. Es muÿ also die Photon-assistierte Polari-sation als Bewegungsgleihung herangezogen werden. Diese lautet in RWA:
∂t 〈a†va†cc†k〉cR = (iωR − iω1 − Γ) 〈a†va†cc†k〉cR − i M̄R∗

k 〈a†ca†c〉cR
− i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†kc

†
k′〉cR

{
〈a†ca†c〉cR − 〈a†va†v〉cR

}
. (5.2.25)Wegen der spontanen Emission ändert sih auh die interne Photonendihte des Systems, dieebenfalls berüksihtigt werden muÿ und auÿerdem für das eingestrahlte Feld zur Beshreibungdes thermishen Lihtpulses verwendet wird.

∂t 〈c†kck′〉cR = iM̃R
k′ 〈a†va†cc†k〉cR − iM̃R∗

k 〈a†ca†vc†k′〉cR. (5.2.26)Höhere Ordnungen werden im folgenden vernahlässigt. Im nähsten Shritt muÿ untersuht wer-den, für welhe Anregungsstärken und -zeiten die Korrelationsentwiklung in der vorgestelltenForm Gültigkeit beanspruhen kann. Hierfür wird das Jaynes-Cummings-Modell herangezogen.5.2.2 Gültigkeitsgrenzen der KorrelationsentwiklungDie Korrelationsentwiklung ist eine formale Faktorisierung, die bedingte Wahrsheinlihkeiten ap-proximiert und diese Näherung von Ordnung zu Ordnung korrigiert. Auf diese Weise wird das ent-stehende Di�erentialgleihungssystem auf gegebener Ordnung geshlossen. Noh niht entshiedenist jedoh, ob die Korrelationsentwiklung für ein bestimmtes Problem eine gute Approximati-onsmethode ist, ob sie auf den vorliegenden Fall überhaupt angewendet werden kann und nihtInkonsistenzen erzeugt. Dieser Abshnitt überprüft nun die Gültigkeitsgrenzen der Korrelationsent-wiklung mit Hilfe des Jaynes-Cummings-Modells (JCM, Abshnitt 4) für den Fall einer 1-modigen,stationären Photonendihte. Das JCM ist unter diesen Voraussetzungen exakt und ermögliht ei-ne Abshätzung, ab welher Puls�ähe die Korrelationsentwiklung stark von der exakten Lösungabweiht und höhere Ordnungen berüksihtigt werden müÿten.Es werden zwei Fälle betrahtet. Im ersten be�ndet sih das Elektron zum Zeitpunkt t=0 im Lei-tungsband. Im System be�ndet sih kein Photon. Eine Dämpfung ist ebenfalls niht vorhanden.Wegen des Spontanen-Emissions-Prozesses (Vakuum-Rabi-Flopping11) wird das Elektron mit einervon der Liht-Kopplungskonstanten abhängigen Wahrsheinlihkeit in das Valenzband übergehen.Ohne Dämpfung (nur für diesen Fall gilt die exakte Lösung) ergibt sih eine Rabi-Oszillation.In Abbildung 5.4(a) ist zu erkennen, daÿ die analytishe und die aus der Korrelationsentwik-lung ermittelte Lösung für kleine Zeiten übereinstimmen. Die Leitungsbanddihten verhalten sihidentish. Ab 100ps ergeben sih jedoh stärker werdende Untershiede und die Dynamik weihtfortan erheblih ab. Die Korrelationsentwiklung verliert ihre Gültigkeit. Um dieses Ergebnis aufdie niht-stationäre Anregung besser übertragen zu können, ist dieselbe Dynamik in Abbildung5.4(b) über die Puls�ähe geplottet. Ab einer Puls�ähe von 0.25 sind die ersten Abweihungenzu erkennen. Ein Untershied zwishen den Bewegungsgleihungen für den kohärenten und ther-mishen Fall kann sih niht ergeben, da hier keine Anregung angenommen wird.Im zweiten Fall wird die Gültigkeit der Korrelationsentwiklung mit derselben Anfangsbedingung11Experimentell in einer Kavität beobahtet.[BSKM+96℄ 41



5 Isolierter Quantenpunkt
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(b) Leitungsbanddihte im JCM als Funktion derPuls�äheAbbildung 5.4: Leitungsbanddihte eines isolierten Quantenpunktes: Lösung der Korrelationsent-wiklung (shwarz) mit dem analytishen Ergebnis des Jaynes-Cummings-Modell (rot) verglihen- niht angeregt.nur mit einer konstant eingestrahlten Photondihte überprüft. Die Zahl der Photonen ist gleih.
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Jaynes-Cummings-Modell(b) ZoomAbbildung 5.5: Leitungsbanddihte eines isolierten Quantenpunktes: Lösung der Korrelationsent-wiklung für kohärentes (shwarz) und thermishes Lihtfeld (rot) mit dem analytishen Ergebnisdes Jaynes-Cummings-Modell (grün) verglihen - stationär angeregt.Wie erwartet zeigt sih in Abbildung 5.5(a) nun eine Abweihung zwishen kohärenter (shwarz)und thermisher Anregung (rot) wegen der untershiedlihen Gleihungssysteme12. Für kleine Puls-�ähen gibt es dennoh eine gute Übereinstimmung mit der exakten Lösung (grün). Um den ge-nauen Gültigkeitsbereih zu bestimmen, ist der entsheidende Bereih in Abbildung 5.5(b) noheinmal vergröÿert worden. Man erkennt, daÿ für Puls�ähen kleiner als 0.5 die Korrelationsent-wiklung eine gültige Methode darstellt. In den numerishen Berehnungen wird dies berüksihtigtund dementsprehend Photonenzahl und Lihtkopplung gewählt, so daÿ dieser Bereih niht über-shritten wird.12Es wird angenommen, daÿ bei kohärenter Anregung keine inkohärenten Anteile entstehen. 42



5 Isolierter QuantenpunktDie gezeigten Dynamiken beziehen sih auf stationäre Fälle und lassen sih nur approximativ aufden Fall einer Pulsanregung übertragen. Jedoh gibt es für eine niht-stationäre, quantenoptisheAnregung keine exakte allgemeine Lösung mehr.135.2.3 Puls-Anregung - analytishes ErgebnisDer Quantenpunkt wird nun niht-stationär angeregt. Um die Anregungsarten miteinander sinnvollvergleihen zu können, wird gefordert, daÿ mittels thermisher wie kohärenter Anregung das Systemdieselbe Energie zugeführt bekommt. Dies wird gewährleistet durh:
∫ ∞

−∞
dt M̄R

k M̄R∗
k′ 〈c†kc

†
k′〉(t) =

∫ ∞

−∞
dt M̄R

k 〈c†k〉(t) M̄R∗
k′ 〈c†k′ 〉(t). (5.2.27)Die Fragestellung ist nun, in welher Photonstatistik sih mögliherweise eine e�ektivere Energie-übertragung auf das elektronishe System ergibt.Die Bewegungsgleihungen zeigen eine bestimmte Kombination von k-Summen und Lihterwar-tungswerten, die sih bei kohärenter und thermisher Anregung voneinander untersheiden. Bevornun die Bewegungsgleihungen für niht-stationäre Anregungstypen ausgewertet werden, könnendie Ergebnisse aus Abshnitt 3.2.2 und 3.2.1 verwendet werden, um die k-Summen und Lihter-wartungswerte in zeitabhängige Anregungspulse analytish umzurehnen.Im thermishen Fall gilt für den Erwartungswert der Photondihte unter Verwendung von Glei-hung 3.2.65 folgender Ausdruk:

∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†kc

†
k′〉cR = f(k)

M̄∗

4
eiωRt Ω(t) (5.2.28)mit ~ M̄ = iXvc ǫµ · dvc und

Ω(t) =

√√
2πN

τ
cos [ω̄(t− t0)] e−

(t−t0)2

2τ2 . (5.2.29)Im kohärenten Fall ergibt sih in den Bewegungsgleihungen folgender Ausdruk:
∑

k

M̄R
k 〈c†k〉R =

∑

k

M̄

√

~ck

2ǫ0AL
e−iωRt+ik(ct−r0n) 〈c†k〉R.Und für den Erwartungswert wird:

〈c†k〉R = f(k) (5.2.30)eingesetzt, um Gleihung 5.2.27 zu erfüllen. Mit selber Rehnung wie im thermishen Fall ergibtsih:
∑

k

M̄R
k 〈c†k〉R =

M̄

4
e−iωRt Ω(t). (5.2.31)

13Es gibt Möglihkeiten, aber mit spezieller Anregung, siehe zum Beispiel, [PY92℄, in der eine analtytishe Lösungfür eine seh(t) Anregung gezeigt wird. 43



5 Isolierter QuantenpunktBei sehr shwaher Anregung und sehr kleiner Liht-Materie-Kopplung können die quantenopti-shen E�ekte vernahlässigt werden. Bedingte Wahrsheinlihkeiten für die kohärente Anregungentfallen daher und für die Polarisation ergibt sih (Integrationskonstante null gesetzt) als Lösung:
〈a†va†c〉R(t) = −i M

∗

4

∫ t

−∞
dt′ ei(ω1−ωR)(t′−t) Ω(t′) eiωRt′

{
2 〈a†ca†c〉cR(t′)− 1

}
. (5.2.32)Eingesetzt in die Gleihung für die Dynamik der Leitungsbanddihte:

∂t〈a†ca†c〉R =

∣
∣M̄
∣
∣
2

8
e−iωRt Ω(t)Im [i ∫ t

−∞
dt′ ei(ω1−ωR)(t′−t) Ω(t′) eiωRt′

{
1− 2 〈a†ca†c〉cR(t′)

}
]

.

(5.2.33)Im Falle thermisher Anregung unter Vernahlässigung des spontanen Emissionstermes wegen sehrshwaher Liht-Materie-Kopplung und geringer Anregungsstärke (das Leitungsband ist shwahpopuliert) lautet die formal integrierte Photon-assistierte Polarisation mit Gleihung 5.2.28:
〈a†va†cc†k〉R = i

∑

k′

∫ t

−∞
dt M̄R∗

k′ 〈c†kc
†
k′〉(t)

{
1− 2 〈a†ca†c〉cR(t)

}

= −i f(k)
M∗

4

∫ t

−∞
dt′ ei(ω1−ωR)(t′−t) Ω(t′) eiωRt′

{
2 〈a†ca†c〉cR(t′)− 1

}
.Eingesetzt in die Gleihung für die Dynamik der Leitungsbanddihte und die k-Summe ausgewertetgemäÿ Gleihung 5.2.28:

∂t〈a†ca†c〉R =

∣
∣M̄
∣
∣
2

8
e−iωRt Ω(t)Im [i ∫ t

−∞
dt′ ei(ω1−ωR)(t′−t) Ω(t′) eiωRt′

{
1− 2 〈a†ca†c〉cR(t′)

}
]

.

(5.2.34)Diese Gleihung stimmt exakt mit Gleihung 5.2.33 überein. Sind aber Di�erentialgleihungen iden-tish, so sind es auh die Lösungen und damit ist gezeigt, daÿ im Falle eines isolierten Quanten-punktes thermishe wie kohärente Anregung, solange die quantenoptishen Beiträge vernahlässigtwerden können, zu derselben Leitungsbanddynamik führen und eine Abhängigkeit von der Pho-tonstatistik in dieser Ordnung niht festzustellen ist. Dies gilt lediglih für das hier ausgewählteAnregungsshema, also für den vorgestellten thermishen Lihtpuls, der als Überlagerung zweierkohärenter Pulse eingeführt wurde (siehe Abshnitt 3.2.2). Bei einer anderen Pulsform, z.B. in ei-ner e�ektiven 1moden-Näherung oder wenn dieselbe Rehnung zwei Ordnungen höher durhgeführtwird, muÿ sih sogar ein anderes Ergebnis einstellen, da wie im Falle der stationären Anregung
g(2) für die untershiedlihen Lihtfelder einen anderen Wert erhält und somit der Puls verändertwird.5.2.4 Puls-Anregung - numerishes ErgebnisZur Überprüfung des analytishen Ergebnisses, in welhem die quantenoptishen E�ekte wegensehr geringer, eingestrahlter Lihtintensität und shwaher Lihtkopplung vernahlässigt wurden,wird nun das Gleihungssystem komplett numerish mit allen quantenoptishen Beiträgen gelöst.Alle Terme bis zur 2.Ordnung werden einbezogen, die k-Summen werden ohne analytishe Nähe-rung ausgewertet und aus der gewählten Pulsform die Leitungsbanddynamik errehnet.In Abbildung 5.2.4 ist der Puls (shwarz) und die Leitungsbanddynamik für kohärente (blau) wiethermishe Anregung (rot) geplottet. Die numerishen Ergebnisse bestätigen die analytishen. Es44



5 Isolierter Quantenpunkt
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Abbildung 5.6: Leitungsbanddihte eines isolierten Quantenpunktes: Niht-Stationär angeregt miteinem kohärenten (rot, niht zu sehen) und thermishen Lihtfeld (blau) - numerishes Ergebnisist kein Untershied zwishen den niht-stationären Anregungsformen zu sehen, niht in dieserOrdnung und niht bei der gewählten Pulsform. Die Leitungsbanddihte verhält sih wie zu er-warten. Im Vergleih zum Puls leiht verzögert folgt sie der Anregung, erreiht den Höhepunktund zerfällt wieder wegen der gewählten radiativen Dämpfung. Ein Untershied zwishen den An-regungskurven wäre erst bei sehr hoher Vergröÿerung eines Ausshnitts zu erkennen, in etwa vonder Gröÿenordnung der Liht-Kopplung. Solh geringe Abweihungen jedoh lassen sih niht vonnumerishen Ungenauigkeiten untersheiden und wären auh niht meÿbar.Der Zerfall der Leitungsbanddihte hängt von der gewählten radiativen Dämpfung ab. Zur Illu-stration wurde bei gleihbleibender Puls�ähe, aber vershiedenen Dämpfungsstärken die Dynamikder Leitungsbanddihte geplottet. Es ergibt sih ein zu erwartendes Verhalten.
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Abbildung 5.7: Leitungsbanddihte eines isolierten Quantenpunktes: Niht-Stationär angeregt fürvershiedene Dämpfungsstärken. 1µeV (rot), 0.75µeV (blau) , 0.5µeV (grün), Gauÿpuls (shwarz)- numerishes ErgebnisIn Abbildung 5.2.4 zeigt sih, daÿ mit abnehmender Dämpfung sowohl die Dihte einen höherenWert erreiht, sowie das Maximum später erreiht wird. Je geringer die Dämpfung ist, desto längersummiert sih die Puls�ähe in der Inversion auf und ein höherer Wert der Leitungsbanddihte kannerreiht werden. Ohne Dämpfung jedoh wäre das System wegen der niedrigen Ordnung und desvergleihsweise engen Gültigkeitsbereihes der Korrelationsentwiklung, der durh die Dämpfungeingehalten wird, instabil und numerishe Artefakte würden sih ergeben.
45



5 Isolierter Quantenpunkt5.3 Quantenpunkt als niht-klassishe LihtquelleIn diesem Abshnitt wird ein Beispiel für eine Lihtquelle gegeben, deren Photonstatistik über Ma-terialparameter kontrolliert werden kann. Als Modell dient hier ein Ensemble von ungekoppeltenQuantenpunkten in einem Resonator14, die je nah Zusammenspiel der Verluste und der Photo-nenzahlen Lihtfelder untershiedliher Photonstatistiken abstrahlen. Ein solher Quantenpunkt-basierter Miroavity-Laser könnte als Lihtquelle für die in dieser Arbeit vorgeshlagenen Ab-sorptionsversuhe herangezogen werden. In den letzten Jahren sind viele Untersuhungen veröf-fentliht worden, Quantenpunkt-Ensembles als niht-klassishe Lihtquellen vorzustellen.15 Nihtnur extrem niht-klassishes Liht, also Anti-Bunhing, ist zu kontrollieren möglih, sondern auhBunhing und je nah Cavity-Qualität auh kohärentes Liht als Resultat von Verstärkungsmeha-nismen in solhen Resonatoren. Gerade die Kontrollierbarkeit der Photon-Statistik des anregendenFeldes ist die notwendige Voraussetzung, die vershiedenen quantenoptishen E�ekte nutzen zukönnen.In dem nun vorgestellten Paper wird lediglih die Emission einer solhen Kavität beshrieben. ImHamilton-Operator ersheint kein Pumpfeld, wie auh niht auf die Frage von kohärenten undinkohärenten Anteilen innerhalb der Kavität eingegangen wird. Die Faktorisierung mittels derKorrelationsentwiklung geshieht im Sinne einer Bornshen-Näherung (nur Photondihten glei-her Moden existieren). Kavitätsverlust κ und phononishes Dephasing Γ sind phänomenologishin den Gleihungen eingesetzt. Eventuelle Phasen zwishen den örtlih separierten Quantenpunk-ten wurden vernahlässigt.Der gewählte Zugang erlaubt jedoh eine shnelle und vor allem analytishe Herleitung der g(2)-Funktion, mit Aussagen, entsprehend den gewählten Limites, in welhen Fällen eine solhe Kavitätkohärentes, thermishes oder gequetshtes Liht mit Anti-Bunhing ausstrahlt. Dies geshieht indrei Shritten. Zuerst werden bis zur 4. Ordnung im Lihtkopplungs-Element in RWA die Bewe-gungsgleihungen aufgestellt. Diese werden korreliert im Sinne der Bornshen Näherung und dannim stationären Limit ineinander eingesetzt. Für die entsprehenden Verhältnisse der Materialpara-meter, also je nah dem, ob induzierte oder spontane Emission überwiegen, werden die Gleihungengelöst und die Korrelationsfunktion berehnet.5.3.1 Korrelierte BewegungsgleihungenÜber die Bewegungsgleihungen in Abshnitt 5.2.1 hinaus müssen die Bewegungsgleihungen auhfür höhere Momente aufgestellt werden, um Gröÿen zu bekommen, die von g(2) abhängen. DieKorrelationsentwiklung wird für die Lihterwartungswerte derart durhgeführt, daÿ nur Photo-nendihten existieren, also im Rahmen der 4.Ordnung nur Quadrupletts und Dubletts. Singlettsund Tripletts wären rein kohärente Anteile und werden in diesem hier vorgestellten Modell nihtberüksihtigt. Die Korrelationsfunktion der 2.Ordnung bekommt in der Korrelationsentwiklungwegen 〈c†c†c c〉 = 〈c†c†c c〉c + 2 〈c†c〉2 folgende Gestalt:
g(2) = 2 +

〈c†c†c c〉c
〈c†c〉2 . (5.3.35)Da es sih um ein System von N Quantenpunkten handelt16, lauten die Bewegungsgleihungen in ei-ner Miroavity mit einem Verlust κ pro Lihtoperator17 und Γ als phänomenologishes Dephasing14Dieser Abshnitt faÿt das Paper von [GWLJ07℄ zusammen, vgl. auh [FSKK06℄.15[GSD+05℄, [RUG+01℄16Viele identishe Quantenpunkte, deren Coulombwehselwirkung vernahlässigt wird, die aber dennoh so nahbeieinander sind, daÿ die Ortsabhängigkeit in Bezug auf die Wellenlänge keine Rolle spielt17[VWW01℄, Kapitel 9. 46



5 Isolierter Quantenpunktder Polarisation, das sih über die hier niht mikroskopish berüksihtigten Phonon-Elektron-Wehselwirkung begründet, wie folgt:
∂t〈a†ca†c〉 =2 Im [M̄k〈a†va†cc†k〉c

] (5.3.36)
∂t〈a†va†v〉 =− ∂t〈a†ca†c〉 (5.3.37)
∂t〈c†kc

†
k〉c =− 2κ 〈c†kc

†
k〉c − 2 N Im [M̄k〈a†va†cc†〉c

] (5.3.38)
∂t〈a†va†cc†k〉c =− (κ+ Γ) 〈a†va†cc†k〉c − iM̄∗

k 〈a†ca†c〉 − iM̄∗
k 〈c†kc

†
k〉
[
〈a†ca†c〉 − 〈a†va†v〉

]

− iM̄∗
k

[

〈a†ca†cc†kc
†
k〉c − 〈a†va†vc

†
kc

†
k〉c
]

,
(5.3.39)wobei davon ausgegangen wird, daÿ die Mode des ausgestrahlten Lihtfeldes ωk der Bandlüken-frequenz ω = ωc − ωv entspriht. Für die höheren Korrelationsordnungen ergibt sih:

∂t〈a†va†cc†kc
†
kc

†
k〉c =− (3κ+ Γ) 〈a†va†cc†kc

†
kc

†
k〉c + 4 〈a†va†cc†k〉 Im [M̄k 〈a†va†cc†k〉

]

− iM̄∗
k 〈c†kc

†
kc

†
kc

†
k〉c
[
〈a†ca†c〉 − 〈a†va†v〉

]
− 2i M̄∗

k 〈a†ca†cc†kck〉c
(5.3.40)

∂t〈a†ca†cc†kck〉c =− 2κ 〈a†ca†cc†kck〉c + 2 Im [M̄k〈a†va†cc†k〉
]

[〈a†ca†c〉+ 〈c†kc
†
k〉]

+ 2 Im [M̄k 〈a†va†cc†kc
†
kc

†
k〉c
] (5.3.41)

∂t〈a†va†vc†kck〉c =− ∂t〈a†ca†cc†kck〉c. (5.3.42)Um g(2) berehnen zu können, muÿ noh die Bewegungsgleihung für den 4er-Erwartungswert derPhotondihte aufgestellt werden:
∂t〈c†kc

†
kc

†
kc

†
k〉 =− 4κ 〈c†kc

†
kc

†
kc

†
k〉 − 4 N Im [M̄k〈a†va†cc†kc

†
kc

†
k〉
}

. (5.3.43)Das Gleihungssystem ist geshlossen und kann nun im stationären Limit ausgewertet werden.5.3.2 Stationäre Lösung für 〈c†c†cc〉cUm den 4er-Erwartungswert des Lihtfeldes zu berehnen, müssen die gekoppelten korrelierten Be-wegungsgleihungen gelöst werden. Im folgenden wird davon ausgegangen, daÿ das System sih imGleihgewiht be�ndet, also keine zeitlihe Entwiklung statt�ndet und die jeweiligen Bewegungs-gleihungen lediglih ineinander eingesetzt werden müssen, um zu einem Resultat für 〈c†c†cc〉c zugelangen. Zwei Grenzfälle können untershieden werden: die Dominanz der spontanen und die derinduzierten Emission.5.3.2.1 Induzierte EmissionWenn die induzierte Emission der dominierende Prozeÿ in der Kavität ist, können die Terme derspontanen Emission vernahlässigt werden. Jene sind daran zu erkennen, daÿ sie nur von den elek-tronishen Besetzungsdihten abhängen, also niht zusammen mit der Photondihte vershwinden.Die Bewegungsgleihungen vereinfahen sih zu:
〈a†va†cc†k〉c =− i M̄

∗
k

κ+ Γ

[

〈c†kc
†
k〉
[
〈a†ca†c〉 − 〈a†va†v〉

]
+ 2 〈a†ca†cc†kc

†
k〉c
] (5.3.44)

〈a†ca†cc†kck〉c =
1

κ

[Im[M̄k〈a†va†cc†k〉] 〈c
†
kc

†
k〉+ Im[M̄k 〈a†va†cc†kc

†
kc

†
k〉c]
]

. (5.3.45)
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5 Isolierter QuantenpunktSetzt man in Gleihung 5.3.45
∂t〈c†kc

†
kc

†
kc

†
k〉 =− N

κ
Im [M̄k〈a†va†cc†kc

†
kc

†
k〉
} (5.3.46)

∂t〈c†kc
†
k〉 =− N

κ
Im [M̄k〈a†va†cc†k〉

} (5.3.47)ein, so erhält man
〈a†ca†cc†kck〉c = − 1

N

[

〈c†kc
†
k〉2 + 〈c†kc
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,und dies in Gleihung 5.3.44 eingesetzt und damit Gleihung 5.3.47 ausgewertet und nah
〈c†kc

†
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†
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†
k〉c umgestellt, ergibt
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〈a†va†v〉 − 〈a†ca†c〉

]

]

.Nun kann g(2) aus Gleihung 5.3.35 berehnet werden. Unter der Bedingung, daÿ die Photonenzahlviel gröÿer als die Anzahl der emittierenden Quantenpunkte ist 〈c†c〉 >> N , also auh viel gröÿerals 1, ergibt sih:
g(2) = 1. (5.3.48)Das abgestrahlte Lihtfeld ist nah De�nition (vgl. Abshnitt 3.1.5) kohärent. Die Quantenpunkteemittieren in eine Rihtung (Vernahlässigung der spontanen Emission) Photonen mit der Band-lükenfrequenz ω.5.3.2.2 Spontane EmissionIm Limit, daÿ die spontane Emission überwiegt, entfallen alle von der Photondihte abhängigenTerme in der 2.Ordnung im Lihtkopplungselement. Die Gleihungen vereinfahen sih zu:

〈a†va†cc†k〉 = −i
M̄∗

k

κ+ Γ
〈a†ca†c〉 (5.3.49)
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] (5.3.51)
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†
kc

†
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†
k〉c in Gleihung 5.3.47 muÿ nun über 〈a†va†cc†kc†kc†k〉c ausgerehnet werden:
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.Man erhält Gleihung 5.3.52 in Gleihung 5.3.47 und dies in Gleihung 5.3.35 eingesetzt:
[
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∣
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. (5.3.52)
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5 Isolierter QuantenpunktZur weiteren Auswertung geht man in das Bad-Cavity-Limit, in welhem die Verlustrate (ausge-drükt durh κ) viel gröÿer als die Zahl der durh spontane Emission erhaltenen Photonen ist,also:
Λ =

κ2

N
∣
∣M̄k

∣
∣
2 ≫ 1 (5.3.53)gilt. Mit Λ ausgedrükt bekommt die Korrelationsfunktion den Ausdruk:
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= − 6

N
Λ− 2κΓ
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∣
∣M̄k

∣
∣
2 −

2

N
.Alle Terme, die niht proportional zu Λ gehen, werden in diesem Limit vernahlässigt. Es folgt:

g(2) = 2− 2

N
. (5.3.54)Man sieht, daÿ für viele emittierende Quantenpunkte in der Miroavity (N ≫ 1), die Korrela-tionsfunktion sih dem Wert 2 nähert (d.h., ein durh spontane Emission erzeugtes thermishesLihtfeld aussendet), hingegen für N = 1 die Korrelationsfunktion null wird, also die Lihtquelleein Single-Photon-Emitter ist.
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6 Zwei gekoppelte Quantenpunkte
6 Zwei gekoppelte QuantenpunkteZiel der Arbeit ist es, den Ein�uÿ der Photonstatistiken auf die Leitungsbanddynamik von ge-koppelten Nanostrukturen, hier Quantenpunkten, zu untersuhen. Besonders im Hinblik darauf,daÿ der für die Photosynthese wihtige Light-Harvesting-Complex-II (LHC-II) durh gekoppelteZwei-Niveau-Systeme beshrieben kann [RAK+06℄ und das Sonnenliht thermish und daher quan-tenoptish beshrieben werden muÿ, maht die Ergebnisse des folgenden Abshnittes interessant.Es zeigt sih, daÿ in der Natur die Anregungsprozesse in gekoppelten Nanostrukturen für thermi-shes und niht für kohärentes Liht optimiert sind.

(a) Förster-Kopplung (niht radiativ) (b) Radiative KopplungAbbildung 6.1: Shematishe Darstellung der Förster- und der radiativen Kopplung zweierCoulomb-gekoppelter Quantenpunkte (dargestellt in lokaler Basis)In Abbildung 6.1 sind die zwei in dieser Arbeit berüksihtigten Kopplungen dargestellt: die radia-tive und die Förster-Kopplung. Die Förster-Kopplung ist niht radiativ. Das Exziton transferiertsih elektronish. Es werden weder Photonen emittiert noh absorbiert. Im Gegensatz dazu ist dieradiative Kopplung rein photonish. Die Anregung in einem Quantenpunkt zerfällt, ein Photonwird emittiert und vom anderen Quantenpunkt absorbiert, wodurh ebenfalls ein Exzitontransferrealisiert wird, aber radiativ.Unter Berüksihtigung dieser beiden Wehselwirkungen werden in diesem Abshnitt zwei gekop-pelte Quantenpunkte untersuht. Möglihe Tunnele�ekte werden vernahlässigt.6.1 Der Hamilton-Operator gekoppelter QuantenpunkteDer Hamilton-Operator zweier gekoppelter Quantenpunkte muÿ niht nur die freie Energie derElektronen (in e�ektiver Massennäherung), die freie Energie der Photonen, wie die Elektron-Liht-Wehselwirkung jeweils am Ort des Quantenpunktes berüksihtigen, sondern darüberhinaus dieabstandsabhängige Coulombwehselwirkung betrahten (Abshnitt 2.3.2). Die Coulombwehsel-
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6 Zwei gekoppelte Quantenpunktewirkung wird hier in Voraussiht, daÿ später die Rotating-Wave-Approximation angewendet wird,ohne den Monopol-Dipol-Anteil aufgeshrieben, der in der RWA wegfällt [DAFK06℄:
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∑
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(6.1.1)
Es ist günstig, den Hamilton-Operator in einer Zwei-Teilhen-Basis auszudrüken[DAFK06℄. Unterder Voraussetzung, daÿ die Elektronen den Quantenpunkt niht verlassen können, fallen Tunnel-e�ekte weg, die Elektronen sind lokalisiert und die Gesamtdynamik des Systems läÿt sih durhfolgende Operatoren ausdrüken [RAK+06℄:

G = a†v1a
†
v2a

†
v2a

†
v1 (6.1.2)

P 1
1 = a†v1a

†
v2a

†
v2a

†
c1 (6.1.3)

P 1
2 = a†v1a

†
v2a

†
c2a

†
v1 (6.1.4)

P 2 = a†v1a
†
v2a

†
c2a

†
c1, (6.1.5)wobei G den Grundzustandsoperator, P 1†

i die Anregung eines Elektrons vom Grundzustand in dasLeitungsband im Quantenpunkt i und P 2 den Übergang zweier Elektronen vom Grundzustand indas Leitungsband von Quantenpunkt 1 und 2 beshreibt. In Abbildung 6.2 ist dies zur Verdeutli-
(a) Polarisationszerfall inQuantenpunkt 1 (b) Polarisationszerfall inQuantenpunkt 2 () Polarisationszerfall in bei-den QuantenpunktenAbbildung 6.2: Lokale Operatoren zweier Coulomb-gekoppelter Quantenpunktehung shematish dargestellt.Die Elektrondihten in den Quantenpunkten sind konstant. Das Gesamtsystem läÿt sih als Ten-sorprodukt von den Dihtematrizen der gekoppelten Quantenpunkte beshreiben [Rit06℄. Die Spurder beiden Dihtematrizen ist 1. Die Spur des Gesamtsystems also 2. Diese Eigenshaft trägt derTatsahe Rehnung, daÿ das Elektron den Quantenpunkt niht verlassen kann.
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6 Zwei gekoppelte QuantenpunkteDer Hamilton-Operator des elektronishen Anteils bekommt als Matrix geshrieben folgende Ge-stalt:
H0e =







~ωv1 + ~ωv2 + Vvv 0 0 0
0 ~ωc1 + ~ωv2 + Vvc V 21

F 0
0 V 12

F ~ωc2 + ~ωv1 + Vcv 0
0 0 0 ~ωc1 + ~ωc2 + Vcc






.Die Coulombwehselwirkung verändert die Diagonalelemente und führt zwei Niht-Diagonalele-mente ein. Die Veränderung der Diagonalelemente sind Energie-Shifts. Durh die Anwesenheit deszweiten Elektrons vershiebt sih die Anregungs- wie Grundzustandsenergie des ersten Elektrons.Diese Shifts implizieren keine neue Kopplung wie die Förster-Wehselwirkung, verändern jedohdas Energieshema des Systems (siehe Abbildung 2.3).Die Niht-Diagonal-Elemente, die sogenannte Förster-Kopplung, verändern im Gegensatz zu denDiagonalelementen die Dynamik der isolierten Zwei-Niveau-Systeme stark. Durh ihre Niht-Diagonalität werden die Zwei-Niveau-Systeme in ein 4-Niveau-System verwandelt, können alsoniht mehr unabhängig voneinander angeregt werden (siehe Abbildung 2.4). Eine isolierte Anre-gung ist niht mehr möglih und der angeregte Zustand geht in einen niht-lokalen Zustand über[UML+05℄. Im folgenden wird der elektronishe Anteil des Hamilton-Operators diagonalisiert, umder Niht-Lokalität der Anregung Rehnung zu tragen.6.2 Exziton-BasisIn der Exziton-Basis soll der elektronishe Anteil des Hamilton-Operators diagonal sein. Im Fallezweier Quantenpunkte beshränkt sih die Rehnung auf die Diagonalisierung einer 2x2-Matrix,da der Grundzustandsoperator wie auh der Biexitonishe Operator bereits Eigenvektoren in derBasis sind ([RAK+06℄, [Ri07℄). Es müssen nur die durh die Förster-Kopplung vershränktenPolarisationen diagonalisiert werden (siehe A.16 für die analytishe Rehnung). Allgemein ergibtsih (m=1,2):

B1
m =

∑

i

dm
i P 1

i ←→ P 1
j =

∑

m

dm∗
j B1

m, (6.2.6)Die niht-lokalen Polarisationen erzeugen Quasi-Teilhen namens Exzitonen. Aufgrund der hier

(a) Exziton-Operator 1 (b) Exziton-Operator 2 () Biexziton-OperatorAbbildung 6.3: Niht-lokale, exzitonishe Operatoren zweier Coulomb-gekoppelter Quantenpunktezugrundeliegenden Struktur gibt es zwei Single-Exzitonen und ein Biexziton. Die gekoppelten Zwei-52



6 Zwei gekoppelte QuantenpunkteNiveau-Systeme gehen über in ein 4-Niveau-System mit dem Energieshema, wie es in Abbildung6.3 dargestellt ist. Die Förster-Kopplung erzwingt stets ein Splitting ∆E zwishen den beidenEnergie-Niveaus der Exzitonen. In der analytishen Rehnung A.16 kann die Abhängigkeit diesesSplittings von der Stärke der Förster-Kopplung abgelesen werden:
∆E =

√

∆ω + 4 |VF |2 (6.2.7)mit ∆ω = (ǫ1 + Vvc)− (ǫ2 + Vcv). Selbst wenn die Bandlükenenergien wie die Single-ExzitonisheVershiebung gleih sind, reiht eine von Null vershiedene Förster-Wehselwirkung aus, um einEnergiesplitting zu erzwingen. Eine starke Förster-Wehselwirkung läÿt die Bandlükenfrequenzenauseinander streben, so daÿ selbst identishe Quantenpunkte niht mehr zugleih resonant angeregtwerden können, also nur noh eine Exzitondihte resonant getrieben werden kann (von einem1modigen Lihtfeld).In der Basis der Eigenvektoren des elektronishen Anteils des Hamilton-Operators (H0e = He +
He−e) ergeben sih folgende Zusammenhänge18:

G H0e = H0e G = 0 (6.2.8)
B1

m H0e = E1
m B1

m (6.2.9)
H0e B

1
m = 0 (6.2.10)

P 2 H0e = E2 P 2 (6.2.11)
H0e P

2 = 0. (6.2.12)In Appendix A.15 ist die Liht-Elektron-Wehselwirkung in der Zwei-Elektronen-Basis aufgeshrie-ben und kann nun mittels einfaher Umrehnung in die Exziton-Basis umgeshrieben werden. Esergibt sih folgende Form für die Liht-Materie-Wehselwirkung (keine RWA durhgeführt):
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.Das einfallende Lihtfeld treibt niht nur die Polarisation vom Grundzustand in den Single-Exziton-Zustand, sondern zugleih den Übergang vom Single-Exziton in den Biexziton-Zustand. Durh dieDiagonalisierung haben sih jedoh die durh die Lihtkopplungselemente ausgedrükten Dipol-momente ebenfalls verändert. Auh diese sind niht-lokal dargestellt und ergeben sih aus derDiagonaliserungsvorshrift wie folgt:
Mkm =

∑

n

Mvc
kn dm∗

n (6.2.13)
Mkm,2 =

∑

i,n6=i

Mvc
kn dm

i . (6.2.14)Im Appendix A.16 ist aufgeführt, wie z.B. die Zahlen dm
n mit den Shifts und der Försterkopplungzusammenhängen. Es zeigt sih, daÿ die Eigenvektoren so gerihtet sind, daÿ das eine Dipolmomentzugunsten des anderen fast vershwindet, falls identishe Quantenpunkte angenommen werden.

18Der Einfahheit halber ist die Grundzustandsenergie Null gesetzt. 53



6 Zwei gekoppelte QuantenpunkteFür die Liht-Elektron-Wehselwirkung müssen die Kommutatoren mit dem Hamilton-Operator
He−p 2.3.9 ausgerehnet werden (m zählt den Quantenpunkt (1,2) und k die Mode):
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.
(6.2.17)Die Bewegungsgleihungen werden mittels der Heisenberg-Bewegungsgleihung aufgestellt:

i~∂tB
i
m = [Bi

m, H ] = Bi
m H0e +Bi

m He−p −He−p B
i
m. (6.2.18)Es werden Gröÿen vernahlässigt, die von Operatorkombinationen abhängen, die wegen der 1-Elektron-Annahme pro Quantenpunkt und der Beshränkung auf 2 Quantenpunkte im Erwar-tungswert vershwinden, bspw. (B1

m

)†
B1

j G. Dies ist keine Approximation. Das elektronishe Sy-stem wird durh diese Basis exakt beshrieben.In den nähsten Abshnitten werden nun vershiedene Anregungssituationen untersuht.6.3 Stationäre AnregungWie im Falle des isolierten Quantenpunktes werden die gekoppelten Quantenpunkte zuerst sta-tionär angeregt. Die Bewegungsgleihungen werden bis zur 4.Ordnung im Liht-Kopplungselementaufgestellt und mittels der Bornshen Näherung faktorisiert. In Abbildung 6.4 sind zur Übersihtdie vershiedenen Pfade dargestellt, die sih in einem System mit zwei Coulomb-gekoppelten Quan-tenpunkten ergeben. In der niht-lokalen Basis ergibt sih ein übersihtlihes Shema. Dennohverhindern die Gröÿen 〈B1†
2 B

1
1〉 und 〈P 2†P 2c†kc

†
k〉 eine einfahe analytishe Lösung. Der Exziton-transfer und der Übergang vom Grundzustand in den biexzitonishen Zustand briht die Symmetriein den Bewegungsgleihungen, daÿ Dihten von Polarisationen, Polarisationen von Dihten abhän-gen. Dies wird im nähsten Abshnitt gezeigt, in welhem die erforderlihen Bewegungsgleihungenaufgestellt und die einzelnen Operatorenkombinationen diskutiert werden.6.3.1 Bewegungsgleihungen in RWAZur Aufstellung der Bewegungsgleihungen in der Rotating-Wave-Approximation wurden die Kom-mutatoren aus Gleihung 6.2.15, 6.2.16 und 6.2.17 verwendet. Die Lihtmode k ist fest gewählt.Es wird 1modig angeregt. Die Dämpfung ergibt sih aus dissipative Moden, in die die Quanten-punkte via spontane Emission abstrahlen, die aber das System niht treiben. Die Herleitung derDämpfungsgröÿen (die Einstein-Koe�zienten) für das gekoppelte System ist im Appendix A.10
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6 Zwei gekoppelte Quantenpunkte

Abbildung 6.4: Pfade der niht-lokalen Anregung zweier Coulomb-gekoppelter Quantenpunktenahzulesen.Für die Grundzustandsdihte ergibt sih:
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. (6.3.19)Der Dämpfungsterm, der von den Exzitondihten des Systems abhängt, stellt siher, daÿ die Elek-tronenzahl eine Konstante im System ist, also
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= 0.gilt. Die Grundzustandsdihte wird wie im Fall eines isolierten Quantenpunktes allein durh diePhoton- assistierte Polarisation getrieben. Ein Untershied zum 1 Quantenpunkt-System ergibtsih erst bei den Exzitondihten:
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.
(6.3.21)Sie sind niht nur an die Grundzustandsdihte gekoppelt, sondern auh an die Biexzitondihte. EinAnstieg in der Grundzustandsdihte wie in der Biexzitondihte geht in die Exzitondihte negativein, zu sehen am gleihen Vorzeihen im Imaginärteil. Die Biexzitondihte hängt wiederum nur vonder photon-assistierten Polarisation der 2. Stufe ab:
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6 Zwei gekoppelte QuantenpunkteFür die Polarisationen gilt:
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(6.3.23)Ein groÿer Untershied zu den Bewegungsgleihungen des isolierten Quantenpunktes ist in Glei-hung 6.3.23 der auftretene Exzitontransfer von einer Exzitondihte zur anderen (beispielsweise,wenn m=1 gewählt wird). Die Polarisation koppelt also niht nur an Dihten, sondern enthält selbstoszillierende Gröÿen. Exakt diese mahen eine analytishe Lösung, die von einem stationären Limitausgeht und über Markov-Approximation die Polarisationen über die Dihten ausdrükt, shwierig.Insbesondere der Term, der eine Polarisation von Grundzustand zum Biexziton darstellt. In derNumerik wurden diese Terme ein- und ausgeshaltet, um den Ein�uÿ abzushätzen. Es hat sihgezeigt, daÿ sie niht vernahlässigt werden können. Im stationären Limit würde dieser wie derExzitontransfer kompliziert von allen anderen Dihten des Systems abhängen (bis zur 4.Ordnungim Lihtkopplungs-Element) und eine knappe und übersihtlihe analytishe Lösung verhindern.
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(6.3.24)In Gleihung 6.3.24 treten ebenfalls neue Pfade auf, die die vershiedenen Dihten des Systemsinteressant verknüpfen. Wihtig ist hier im Vergleih zur Gleihung 6.3.23, daÿ die Photondihte-assistierten Exzitondihten 〈B1†
m B1

m c†k c
†
k〉 positiv in die Polarisation eingehen. Dieser Vorzeihen-wehsel verändert den Ein�uÿ von g(2). In Gleihung 6.3.24 ist ein hohes g(2) für die Erzeugungvon Biexzitonen günstig. Der treibende Term wird verstärkt. In Gleihung 6.3.23 ist der E�ektgegenläu�g. Das g(2) verstärkt das Gegenmoment zum treibenden Term (beshleunigt den Vor-zeihenwehsel in der Inversion). Ist es klein, wirkt der treibende Term e�ektiver.19 Die für dienumerishe Lösung notwendigen weiteren Gleihungen sind im Appendix A.17 zu �nden und erge-ben ein geshlossenes Gleihungssystem.Im Falle gekoppelter Quantenpunkte besetzt das anregende Lihtfeld drei Dihten. Die zwei Exzi-tondihten und die Biexzitondihte. Zuerst werden die numerishen Ergebnisse einzeln vorgestelltund dann verglihen. Materialparameter sind [DAFK06℄ und [Ahn06℄ entnommen. Für die Korre-lationsfunktion g(2) des gequetshten Lihtes wurde 0.2 genommen.6.3.2 Exzitondihten: Numerishe ErgebnisseIn dem anzuregenden 4-Niveau-System gibt es zwei Exzitondihten. Im vorliegenden Shema wirddie eine von den beiden Exzitondihten resonant angeregt und zwar jene, deren Dipolmoment inder niht-lokalen Basis niht vermindert wird. Die niht-resonante Exzitondihte wird um mehrereGröÿenordnungen weniger stark besetzt, einerseits als typishe Niht-Resonanz-Folge, andererseitswegen eines beinahe vershwindenden Dipolmomentes. In Abbildung 6.5(b) sieht man das Ab-sorptionsspektrum des gekoppelten Quantenpunktsystems für eine Photonenzahl von 5000, so daÿdie Güligkeit gesihert ist. Hellgrün eingerahmt ist die resonant angeregte Exzitondihte mit ver-stärktem Dipolmoment. Violett eingerahmt und stark vergröÿert sieht man den Absorptionspeak19Im Falle eines isolierten Quantenpunktes kann eine erhöhte Photondihte-assistierte Leitungsbanddihte nur nega-tiven Ein�uÿ haben, da keine weitere Anregung im System möglih ist. Im Falle zweier gekoppelter Quantenpunk-te gibt es jedoh weitere Pfade und die Photondihte-assistierte Leitungsbanddihte erhöht die Wahrsheinlihkeitder Biexzitondihte. Vergleihe Abshnitt 5.1.3. 56
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(a) Dynamik der resonant angeregten Exziton-dihte (b) Spektrum: resonant angeregte Exzitondihte(hellgrün), niht-resonant angeregte Exzitondih-te (violett und stark vergröÿert)Abbildung 6.5: Exzitondihte zweier gekoppelter Quantenpunkte: Stationär und resonant angeregtmit einem kohärenten (shwarz), thermishen Lihtfeld (rot) und gequetshten Lihtfeld (blau) -numerishe Ergebnisseder niht-resonanten Exzitondihte. Die Vergröÿerung ist viele Gröÿenordnung stark, woraus manfolgern kann, daÿ die niht-resonante Exzitondihte so gut wie niht besetzt wird, es sei denndurh den Zerfall der Biexzitondihte, welhe aus Gründen der Erhaltung der Elektrondihte denExzitondihten gutgeshrieben wird (siehe Gleihung 6.3.21). Der Vollständigkeit halber sind auhdie Absorptionen von der Exzitondihte zur Biexzitondihte eingezeihnet. Dunkelgrün eingerahmtist der Übergang von der resonant-angeregten Exzitondihte zum Biexziton. Im violetten Rahmenwiederum jener von der niht-resonanten Exzitondihte ausgehend.In Abbildung 6.5(a) ist die Dynamik der resonant angeregten Exzitondihte geplottet. Die Pho-tondihte nimmt stetig zu, bis sie einen stationären Wert erreiht, und treibt die Exzitondihte, bisdiese so stark besetzt ist, daÿ die Dämpfung und die Anregung ein Gleihgewihtszustand erreihenund das System ins stationäre Limit übergeht, in welhem die Gröÿen des System konstant bleiben.Man kann erkennen, daÿ die Photonstatistiken kaum einen Ein�uÿ auf die Exzitondynamik haben.Die Wahrsheinlihkeit ein Exziton zu messen, untersheidet sih zwishen den vershiedenen Anre-gungsarten (rot=thermish, shwarz=kohärent, blau=gequetshtes Liht mit Anti-Bunhing) nurum wenige Prozent. Es reproduziert sih desweiteren das Ergebnis des isolierten Quantenpunktes,welher im Vergleih zum thermishen Liht ebenfalls marginal e�zienter durh gequetshtes oderkohärentes Liht angeregt wird.Zur Illustration ist noh in Abbildung 6.6(a) die Dynamik der niht-resonanten Exzitondihtegeplottet. Mit dem einfallenden Lihtfeld steigt sie shnell auf ihren Maximalwert an, der um 5Gröÿenordnungen unterhalb des Maximalwertes der resonanten Exzitondihte liegt, um dann einenqualitativ anderen Verlauf als die resonante Exzitondihte zu nehmen: Sie fällt auf einen geringerenWert ab. Dieses Abklingen erklärt sih durh den Exzitontransfer. Wird dieser ausgeshaltet, bleibtdie niht-resonante Exzitondihte ebenfalls konstant auf ihrem Maximalwert. Der Exzitontransfersorgt in dieser Parameterwahl dafür, daÿ die Anregung entsprehend dem niht-lokalen Dipolmo-ment hin zum höheren Dipolmoment verteilt wird.Der Untershied zwishen den vershiedenen Anregungsarten ist in Abbildung 6.6(a) niht zu sehen.Sie liegen zu eng beeinander. In Abbildung 6.6(b) ist ein Ausshnitt vergröÿert und zwar zu einemZeitpunkt, in dem das System shon das stationäre Limit erreiht hat. Die Farbwahl ist dieselbewie in Abbildung 6.5(a) und die quantitative Abfolge ebenfalls. Auh die niht-resonante Exziton-57
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(b) Dynamik der niht-resonant angeregten Ex-zitondihte (Zoom)Abbildung 6.6: Exzitondihte zweier gekoppelter Quantenpunkte: Stationär und niht-resonant an-geregt mit einem kohärenten (shwarz), thermishen Lihtfeld (rot) und gequetshten Lihtfeld(blau) - numerishe Ergebnissedihte wird marginal besser getrieben durh kohärentes und gequetshtes Liht. Der Untershiedist jedoh noh viel geringer. Dies ist notwendigerweise der Fall, da die Wihtigkeit der 4.Ordnungim Kopplungselement umso mehr abnimmt, wie der Puls an Stärke verliert. Die Pulsstärke istjedoh ein Produkt aus der Lihtkopplung und der Photonenzahl, da im niht-resonanten Fall dieLihtkopplung, die proportional zum Dipolmoment ist, sehr klein ist, ist auh die Pulsstärke kleinund die Korrektur aus der 4.Ordnung demzufolge vernahlässigbar.6.3.3 Exzitondihten für vershiedene AnregungsstärkenUm die Untershiede zwishen den vershiedenen Anregungsmöglihkeiten herauszuarbeiten, wirdin diesem Abshnitt die im stationären Limit erreihte Exzitondihte als Funktion der Anregungs-stärke aufgetragen. Es ist zu erwarten, daÿ sih mit steigender Anregungsstärke die erreihtenMaximalwerte der Exzitondihten je nah Lihtstatistik des anregenden Feldes stark untershei-den. Der Untershied begründet sih in dem untershiedlihen Wert der Korrelationsfunktion fürdie Intensität, also als E�ekt der 4.Ordnung im Lihtkopplungselement. Je höher die Feldstärkedes einfallenden Feldes, desto gravierender sind die Untershiede. In Abbildung 6.7(a) ist die Exzi-tondihte in Abhängigkeit von der Photonenzahl aufgetragen, untershieden für die vershiedenenLihtstatistiken (rot = thermish, shwarz = kohärent, blau = gequetsht). Man sieht eindeutig,wie sih mit zunehmender Photonenzahl die erreihten Maximalwerte der Exzitondihte untershei-den. Dies entspriht der Erwartung. Auh hier erreiht das thermishe Liht stets einen geringerenWert in der Exzitondihte als kohärentes und gequetshtes Liht.In Abbildung 6.7(b) ist der Untershied systematisiert. Hier ist die Di�erenz der Exzitondihte zurjeweilig von der kohärenten Anregung erzeugten Exzitondihte aufgetragen, also die Abweihungabzulesen, mit der gequetshtes Liht und thermishes Liht anregt. Im Vergleih zum thermishenLiht regt kohärentes Liht e�ektiver an. Die Di�erenz ist positiv (rot) und wähst an. Dagegenregt gequetshtes Liht die Exzitondihte e�ektiver als das kohärente Liht an. Die Di�erenz istnegativ (blau) und steigt ebenfalls mit zunehmender Photonenzahl.Um die Abweihung in der Exzitondihte nahher mit jener in der Biexzitondihte vergleihen
58
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(b) Di�erenz der ExzitondihtenAbbildung 6.7: Exzitondihte zweier gekoppelter Quantenpunkte in Abhängigkeit von der Anre-gungsstärke (Photonzahl des stationär eingestrahlten Lihtfeldes): Stationär und resonant angeregtmit einem kohärenten (shwarz), thermishen Lihtfeld (rot) und gequetshten Lihtfeld (blau) -numerishe Ergebnissezu können, wird noh die prozentuale Abweihung zum kohärenten Anregungsshema über diePhotonenzahl aufgetragen.
∆〈B1†

mB
1
m〉 =

〈B1†
mB

1
m〉koh − 〈B1†

mB
1
m〉therm

〈B1†
mB1

m〉koh

· 100. (6.3.25)In Abbildung 6.8 ist ein linearer Zusammenhang zu erkennen. Die prozentuale Abweihung steigt
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Abbildung 6.8: Exzitondihte zweier gekoppelter Quantenpunkte: ∆〈B1†
mB1

m〉 - normierte Di�erenzals Funktion der Anregungsstärke (Photonzahl des stationär eingestrahlten Lihtfeldes)für thermishes Liht, wie auh für gequetshtes Liht (die Abweihung hier im Betrag genommen).Die Abweihung beträgt jedoh weniger als 5 % und diesen Wert erreiht die Abweihung auherst bei einer sehr hohen Photonenzahl. Sie liegt in jedem Fall im Prozentbereih. Wie im Falleeines isolierten Systems ist es für die Erzeugung von Exzitonen günstig, wenn das Liht geordnet ineinzelnen Paketen mit dem elektronishen System wehselwirkt, indes Bunhing, also geklumptesLiht, günstig für Zwei-Photon-Absorption ist und somit die Biexzitonen-Erzeugung begünstigt,die im nähsten Abshnitt diskutiert wird. 59



6 Zwei gekoppelte Quantenpunkte6.3.4 Biexzitondihte: Numerishe ErgebnisseEine neue Gröÿe, die bei gekoppelten Quantenpunkten zu untersuhen möglih wird, ist die Biex-zitondihte, also lokal gesprohen die Wahrsheinlihkeit beide Elektronen im Leitungsband zu�nden. Das Bild entspriht niht ganz der Situation in dem 4-Niveau-System wegen des Ein�ussesder vershiedenen Shift- und Kopplungsersheinungen, also wegen seines delokalisierten Charak-ters. Jedoh ist die biexzitonishe Polarisation (Gleihung 6.1.5) sowohl Eigenvektor in der lokalenwie in der niht-lokalen Basis, solange es sih nur um zwei gekoppelte Quantenpunkte handelt undsomit ist das Bild zutre�end. Die Biexzitondihte miÿt also die Wahrsheinlihkeit, beide Elek-tronen im angeregten Zustand zu �nden. In Abbildung 6.9 ist die Dynamik der Biexzitondihte
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(b) Di�erenz der BiexzitondihtenAbbildung 6.10: Biexzitondihte zweier gekoppelter Quantenpunkte in Abhängigkeit von der An-regungsstärke (Photonzahl des stationär eingestrahlten Lihtfeldes): Stationär angeregt mit einemkohärenten (shwarz), thermishen Lihtfeld (rot) und gequetshten Lihtfeld (blau) - numerisheErgebnisseaufgetragen, die sih zwishen kohärenter Anregung und thermisher, bzw. gequetshter Anregungergibt. Rot ist die Di�erenz zwishen kohärenter und thermisher Anregung. Sie ist negativ, dathermish Biexzitonen e�ektiver angeregt werden können, und nimmt mit steigender Photonzahlquadratish zu. In Blau ist die Di�erenz zwishen kohärenter und gequetshter Anregung geplot-tet. Sie ist positiv, da gequetshtes Liht einen noh geringeren Wert für g(2) hat als kohärentesLiht, und nimmt ebenfalls quadratish zu. Die Symmetrie ergibt sih aus der Tatsahe, daÿ essih stets um quadratishe und biquadratishe Gleihungen handelt, und für das gequetshte Lihteine extrem-sub-poissonshe Verteilung angenommen wurde (g(2) = 0.02).In Abbildung 6.11 ist nun die relative Abweihung geplottet, die sih zwishen kohärenter und
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Abbildung 6.11: Exzitondihte zweier gekoppelter Quantenpunkte: ∆therm〈P 2†P 2〉 - normierte Dif-ferenz als Funktion der Anregungsstärke (Photonzahl des stationär eingestrahlten Lihtfeldes)thermisher Anregung bei der Erzeugung von Biexzitonen ergibt. Hier ist die Di�erenz im Betrag
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6 Zwei gekoppelte Quantenpunktegenommen und durh den Wert der Biexzitondihte geteilt, die sih bei thermisher Anregungergibt:
∆〈P 2†P 2〉 =

〈P 2†P 2〉therm − 〈P 2†P 2〉koh

〈P 2†P 2〉therm
· 100. (6.3.26)Die relative Di�erenz zeigt eindeutig, daÿ für die Anregung von Biexzitonen in gekoppelten Quan-tenpunkten die Photonstatistik des anregenden Lihtfeldes niht zu vernahlässigen ist. Die relativeAbweihung beträgt beinahe 30 % und ist relativ unabhängig von der Stärke des anregenden Liht-feldes.20 Mit zunehmender Photonenzahl verringert sih die Relativabweihung ein wenig. Dies liegtin der Tatsahe begründet, daÿ die Biexzitondihte shneller steigt als die Di�erenz, ist also nihtunphysikalish, da der Absolutwert der Di�erenz ebenfalls mit steigender Photonenzahl ansteigt.Die Dynamik der Biexzitonen reagiert emp�ndlih auf Veränderung in der Lihtstatistik des anre-genden Feldes.Der Vollständigkeit halber ist in Abbildung 6.12 noh die relative Di�erenz der gequetshten Anre-
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Abbildung 6.12: Exzitondihte zweier gekoppelter Quantenpunkte: ∆squeezed〈P 2†P 2〉 - normierteDi�erenz als Funktion der Anregungsstärke (Photonzahl des stationär eingestrahlten Lihtfeldes)gung zur kohärenten Anregung geplottet. Die Abweihung beträgt etwa 40%. Die Biexzitondihtedurh gequetshte Anregung erreiht also etwa 60% derjenigen, die durh kohärente Anregungerzeugt wird.6.3.6 Di�erential-Transmission-Signal: Biexziton-ExzitonEine Möglihkeit, Exziton- und Biexzitondihten in einem Quantenpunkt-Paar zu messen, bestehtdarin, daÿ Di�erential Transmission-Signal experimentell zu bestimmen. Zu diesem Zwek wird dieAbsorption des unangeregten System (Nulldurhgang T0(ω) für vershiedene Frequenzen gemessen.Dies geshieht mit einem shwahen, im linearen Regime gehaltenen, Probe-Pulse. Die Pulsstärkeist so shwah, daÿ Exziton- oder Biexzitondihten sih niht aufbauen können. Auh die quanten-optishen Eigenshaften des Probe-Pulses spielen in diesem Shema keine Rolle. Die Absorptionenim Frequenzraum ist nun gegeben durh:
α(ω) = Im [P (ω)

Ωp

]

, (6.3.27)wobei P(ω) die Polarisation und Ωp die Pulsstärke des Probe-Pulses ist. In dem 4-Niveau-Systemgibt es 4 Übergänge, deren Absorption gemessen werden können. Zwei Grundzustand-Exziton-20Es ist noh zu bemerken, daÿ für diesen Plot der Anfangswert der Photonenzahl 1 betrug, um Singularitäten zuvermeiden, die sih aus der Berehnung der Relativabweihung ergäbe, wenn die Biexzitonendihte Null beträgt.62



6 Zwei gekoppelte QuantenpunkteÜbergänge und zwei Exziton-Biexziton-Übergänge. Im linearen Regime gelten folgende Bewegungs-gleihungen, geshrieben im Rotating-Frame der Probe-Frequenz:
∂t〈G†B1

n〉 = −i
(
ω1

n − ωp − iΓ
)
〈G†B1

n〉 − iΩp

[
〈B1†

n B
1
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] (6.3.28)
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. (6.3.29)Im stationären Limit kann die Gesamt-Polarisation berehnet werden. Der Imaginärteil ergibt:Im [P (ωp)
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.

(6.3.30)Wenn der Nulldurhgang T0(ω) gemessen wurde (Exziton- und Biexzitondihte sind niht popu-liert), wird das Pump-Feld eingeshaltet. Sobald sih das System in seinem Gleihgewihtszustandbe�ndet, wird das Probe-Feld wieder auf die vershiedenen Resonanzfrequenzen des Systems ge-setzt und die Absorption ein weiteres Mal gemessen T (ω). Das Di�erential-Transmission-Signal istnun die auf den Nulldurhgang normierte Di�erenz:
δT (ω) =

T (ω)− T0(ω)

T0(ω)
. (6.3.31)Wegen des niht-lokalen Dipolmoments und der daraus resultierenden sehr shwahen Lihtkopp-lung der niht-resonanten Exzitondihte, müssen nur zwei Übergänge berüksihtigt werden21.In Abbildung 6.13(a) und 6.13(b) ist das DTS über der Zeit aufgetragen. Man sieht wieder, daÿ
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(b) DTS des Überganges vom Exziton zum Biex-zitonAbbildung 6.13: DTS zweier gekoppelter Quantenpunkte: Stationär und resonant angeregt miteinem kohärenten (shwarz), thermishen Lihtfeld (rot) und gequetshten Lihtfeld (blau) - nu-merishe Ergebnissedas System das stationäre Limit erreiht. Das DTS in Resonanz auf den mit dem Pump-Feld21Siehe hierzu die Resonanzpeaks in Abbildung 6.5(b). 63



6 Zwei gekoppelte Quantenpunkteresonanten Übergang Grundzustand-Exziton gestellt (Abbildung 6.13(a)) skaliert mit der Exzi-tondihte. Das DTS reproduziert die Abbildung 6.5(a) und zeigt nur relativ geringe Untershiedezwishen den Anregungsformen. In Abbildung 6.13(b) ist das DTS in Resonanz auf den Exziton-Biexziton-Übergang gestellt. Das DTS kann niht direkt die Biexzitondihte abbilden, sondernzeihnet lediglih die Di�erenz zwishen Biexzitondihte und Exzitondihte auf, die negativ ist.Exzitondihte sind Erwartungswerte in der 2. Ordnung Lihtkopplungs-Element, Biexziton der4. Ordnung und daher shwäher populiert. Dennoh erkennt man den gegenläu�gen E�ekt derLihtstatistik in Abbildung 6.13(b). Die Di�erenz zwishen Biexziton- und Exzitondihte ist unterthermisher Anregung weniger negativ als die der anderen, woraus folgt, daÿ die Biexzitondihtegröÿer und die Exzitondihte geringer sein muÿ als im Falle kohärenter und gequetshter Anre-gung. Leider dominiert die in Abbildung 6.13(a) aufgezeihnete Tatsahe, daÿ die Exzitondihteunter thermisher Anregung geringer ist. Die Untershiede in der Biexzitondihte werden in derSummation vershmiert und können in diesem Shema niht direkt abgefragt werden.
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7 Zusammenfassung
7 ZusammenfassungDie in dieser Arbeit vorgestellte Theorie quantisierter Anregung in gekoppelten Nanostrukturenzeigt im Rahmen der gemahten Näherungen (Bornshe Näherung und Korrelationsentwiklung)eindrüklih, daÿ die Photon-Statistik des anregenden Lihtfeldes einen deutlih (meÿbaren) Ein-�uÿ auf die Dynamik der Leitungsbanddihte in isolierten Quantenpunkten (Kapitel 5) wie aufdie Dynamik der Exziton- und Biexzitondihten (Kapitel 6) hat. Dies bereits im hier untersuhtenstationären Limit, in welhem eine stationäre Anregung zu einem Gleihgewihtszustand zwishenDämpfung und Besetzungsdihte im Leitungsband führt, jedoh nur für niht-lineare Anregung,da erst für das Intensitätsquadrat die Photonstatistik Abweihungen zwishen den Lihtquellenhervortreten läÿt. Sind die Untershiede zwishen den Anregungsformen bei einem isolierten Quan-tenpunkt noh klein (a. 3%) und die im Kapitel 5 präsentierten Ergebnisse gegen die aus demJaynes-Cummings-Modell (Kapitel 4) folgenden zeitlih begrenzter, so zeigt Kapitel 6 eine wirkli-he Erweiterung des Jaynes-Cummings-Modells, wenn die Anregung gekoppelter Nanostrukturen(hier zwei Coulomb-gekoppelte Quantenpunkte) untersuht wird. Die Untershiede zwishen denAnregungsformen bleibt für Exzitondihte im Prozentbereih, für die Biexzitondihte jedoh zeigensih markante Untershiede (a. 35%). Eine Vernahlässigung der Photon-Statistik führt also inder Berehnung der Biexzitondihte zu groÿen Fehlern. Bei den präsentierten Ergebnissen der Nu-merik sind die Voraussetzungen für eine stationäre Lösung eingehalten und überprüft worden. DieLihtfeldintensität wurde so gewählt, daÿ die Dämpfung wie die Lihtkopplung im Zusammenspielein stabiles, stationäres Ergebnis ermögliht.Leider verbleiben die Rehnungen in niedrigen Ordnungen des Lihtkopplungs-Elementes und las-sen somit keine hohen Puls�ähen zu, die zur Grundlage für beispielsweise Photon-Statistik abhän-gige Rabi-Oszillation dienen könnten. Im Rahmen des hier vorgestellten Modells ergeben sih bei zuhohen Intensitäten negative Dihten, die den Zusammenbruh der Modellgültigkeit markieren. Dashier vorgestellte Modell läÿt jedoh den Ausblik zu, anhand einer dem Jaynes-Cummings-Modellähnlihen analytishen Lösung des gekoppelten Quantenpunkt-Systems die Rabi-Oszillation alsSuperposition von Nummernzuständen zu berehnen, auh für Exzitonen.Desweiteren können die im Kapitel aufgestellten Verfahren als erste Shritte verstanden werden, umbeispielsweise den Exzitontransfer innerhalb von Lihtsammelkomplexen zu untersuhen. Chloro-phylle wehselwirken mit dem thermishen Liht der Sonne, so daÿ quantenoptishe Beiträge einenrelevanten Forshungsgegenstand darstellen, Anregungen von Exzitonen und Biexzitonen gründli-her zu verstehen. Die vorliegende Arbeit legt die Vermutung nahe, daÿ thermishe Anregung fürgekoppelte Systeme eine e�zientere Anregungsart darstellt, und die Betrahtung von quantenop-tishen E�ekten auh für das Verständnis von nihtlinearen Löshungsprozessen bei Hohanregungin der Photosynthese zukünftig viel beitragen kann.
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A Appendix
A AppendixA.1 Transformation der LagrangefunktionMan startet mit folgender Lagrangefunktion:

L =
∑

n

m

2
ṙ2n −

∑

n

qφ(rn) + VG(rn) + UDn
(rn)

+
1

2

∫ d3r

[

ǫ0ǫm E2(r, t)− 1

µ0
B2(r, t)

]

+
∑

n

q ṙn · A(rn).
(A.1.1)Für die Felder gelten nah den Maxwell-Gleihungen:

B(r, t) = ∇×A(r, t) (A.1.2)
E(r, t) = −∇φ(r)− ∂tA(r, t). (A.1.3)In der Coulomb-Eihung ∇·A(r, t) = 0 folgt mit partieller Integration und der Voraussetzung, daÿdie Potentiale im Unendlihen vershwinden

∫ d3r ∇φ(r)∂tA(r, t) = −
∫ d3r φ(r)∂t ∇ · A(r, t) = 0, (A.1.4)für die Lagrangefunktion:

L =
∑

n

m

2
ṙ2n −

q

2
φ(rn) + VG(rn) + UDn

(rn)

+
1

2

∫ d3r

(

ǫ0ǫm
[
∂tA(r, t)

]2 − 1

µ0

[
∇×A(r, t)

]2
)

+
∑

n

q ṙn · A(rn),
(A.1.5)wobei in der gewählten Eihung und für Punktladungen gilt:

∆φ(r) =
ρ(r)

ǫ0ǫm
=

1

ǫ0ǫm

∑

n

δ(rn − r) (A.1.6)
∫ d3r[∇φ(r)]2 = −

∫ d3r φ(r)∆φ(r) =
1

ǫ0ǫm

∑

n

φ(rn). (A.1.7)Die Liht-Materie-Wehselwirkung kann einerseits in der p ·A-Kopplung, andererseits in der E · r-Kopplung beshrieben werden. In dieser Arbeit wird die E · r-Kopplung gewählt. Um diese Weh-selwirkung herzuleiten, gibt es mehrere Möglihkeiten. Man kann die Eihfreiheit der Shrödinger-Gleihung nutzen oder den Hamilton-Operator von einer Formulierung durh eine unitäre Trans-formation (Power-Zienau-Woolley-Transformation) in die andere überführen. Hier wird die Eih-freiheit der Lagrangefunktion ausgenutzt, um die gewünshte Kopplung bereits vor der ZweitenQuantisierung herzuleiten:
L′ → L+ L0

L0 =
d

dt
F(r, t).
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A AppendixJede Funktion, die nur stetig-di�erenzierbar von der Zeit und dem Ort abhängt, kann hierfürgewählt werden. Geeignet ist:
d

dt
F(r, t) = q

d

dt
A(r, t) · r

= q ∂tA(r, t) · r + q A(r, t) · ṙ + q [∇rA(r, t)]
︸ ︷︷ ︸

=0

·ṙ · r.Nah Durhführung der Dipol-Approximation hängt das Vektorpotential nur noh vom Aufsatz-punkt rn des Quantenpunktes n und niht mehr vom kontinuierlihen Ortsvektor r ab. Der dritteTerm fällt weg. Die Lagrangedihte erhält mit ṙ =
p

m = 1
m

~

i∇ nun die gewünshte Form:
L′ = L− L0

=
∑

n

m

2
ṙ2n −

1

2
qφ(rn) + VG(rn) + UDn

(rn)

+
1

2

∫ d3r

(

ǫ0ǫm
[
∂tA(rn, t)

]2 − 1

µ0

[
∇×A(rn, t)

]2
)

−
∫ d3r P⊥(r) · ∂tA(rn, t)

(A.1.8)mit dem Polarisationsoperator
P⊥(r) =

∑

n

qr0n δ(r − r0n). (A.1.9)A.2 Quantisierung von He: E�ektive MasseIm ersten Shritt wird der Ansatz eingesetzt und mit φ∗im,k′ (r) multipliziert, sowie über dasFestkörper-Volumen integriert:
∑

k

bk

∫

V

d3r φ∗im,k′(r)

{

p2

2m
+ VG(r) + UDm

(r)

}

φim,k(r)

=
∑

k

bk Eim

∫

V

d3r φ∗im,k′ (r) φim,k(r).Mit 2.3.16, 2.3.18, Integration über die Elementarzellen j
1

V

∫

V

d3r → 1

N

∑

j

∫

VEZj

d3r (A.2.10)und
Ukk′ =

1

N

∑

j

∫

VEZj

d3r e−ik′·r u∗im,k′(r) UDm
(r) eik·r uim,k(r)folgt

bk′ Ẽim,k′ +
∑

k

bk Ukk′ = bk′ Eim. (A.2.11)
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A AppendixUm A.2.11 weiter auszuwerten, muÿ die Eigenshaft des Einshluÿpotentials ausgenutzt werden,daÿ dieses nur shwah innerhalb einer Elementarzelle variiert. Das Potential kann also aus demIntegral gezogen werden:
∫

V

d3r UDm
(r) =

∑

j

UDm
(Rj). (A.2.12)Nun soll die Näherung gemaht werden, daÿ nur Impulse stark lokalisiert um Null betrahtet wer-den, d.h. k ≈ 0. Mit der Unshärferelation ∆k ∆x ≥ 1

2 folgt hieraus, daÿ die ebenen Wellen inAbhängigkeit vom Ort stark delokalisiert sind, also ebenfalls aus dem Integral über die Elementar-zelle gezogen werden können.
Ukk′ ≈ 1

N

∑

j

UDm
(Rj)e

−i(k′−k)·Rj

∫

VEZj

d3r u∗im,k′≈0(r) uim,k≈0(r)

︸ ︷︷ ︸

≈1

≈ 1

N

∑

j

UDm
(Rj)e

−i(k′−k)·Rj .Im nähsten Shritt wird wieder angenommen, daÿ die Summe über die Elementarzellen in Bezugauf die Ausdehnung des Festkörpers wieder als ein Integral interpretiert werden kann, so daÿletztlih
Ukk′ ≈ UDm

(r) δkk′ (A.2.13)geshrieben werden kann. Das Ergebnis wird nun in A.2.11 eingesetzt und man erhält:
bk′ Ẽim,k′ + bk′ UDm

(r) = bk′ Eim. (A.2.14)A.3 Quantisierung von He−e: Taylor-EntwiklungDie Coulombwehselwirkung kann in einem Festkörper auf vershiedene Arten auftreten und daherauh untershiedlih berüksihtigt werden. Zum einen bezüglih der Exzitonen, also der Cou-lombwehselwirkung zwishen Loh im Valenzband und Elektron im Leitungsband, oder zwishenElektron und Elektron zweier vershiedener Quantenpunkte. Mit gegebener Wellenfunktion leitetsih folgender allgemeine Ausdruk her
He−e =

1

2

∑

n

∑

m

q2

4πǫ0

∫

d3r1

∫

d3r2

{
ψ∗

n(r1, t)ψ
∗
m(r2, t)ψm(r2, t)ψn(r1, t)

|r1 − r2|

} (A.3.15)
=
∑

mnop
ijkl

V ijkl
mnopa

†
ima

†
jnakoalp, (A.3.16)wobei sih das Matrixelement der Coulombwehselwirkung

V ijkl
mnop =

1

2

q2

4πǫ0

∫ d3r1

∫ d3r2

{
φ∗im(r1, t)φ

∗
jn(r2, t)φko(r2, t)φlp(r1, t)

|r1 − r2|

} (A.3.17)je nah physikalisher Situation anpassen und auswerten läÿt. Im folgenden wird eine mikroskopi-she und eine mesoskopishe Näherung durhgeführt, die jeweils die Coulombwehselwirkung der
iii



A AppendixDiagonal- und Nihtdiagonalanteile linearisiert. Zuerst wird davon ausgegangen, daÿ die Integralein eine Summe aus Integralen über die Anzahl der Elementarzellen:
∫

d3r1 =
∑

1

∫

EZ1

d3r (A.3.18)und die Ortsvektoren als Summe aus einem Aufsatzpunkt auf die Elementarzelle und einer Va-riation um diesen Aufsatzpunkt dargestellt werden können: r1 = R + r und r2 = R′ + r′. DieLinearisierung des Nenners für kleine r und r′ ergibt unter Anwendung der Taylor-Entwiklung biszur 1.Ordnung:
1

|r1 − r2|
=

1
∣
∣R−R′∣∣ +

r · r′
∣
∣R−R′∣∣3

+
(R −R′) · (r − r′)

∣
∣R −R′∣∣3

−

− 3
(R−R′) · r (R −R′) · r′)

∣
∣R−R′∣∣5

.

(A.3.19)Der Monopol-Dipolterm besteht aus einem shnellrotierenden und einem langsam rotierenden An-teil und wird in der Rotating-Wave-Approximation, die später bei der Herleitung der Bewegungs-gleihungen ihre Anwendung �ndet, vernahlässigt.Wird die obige Linearisierung in das Integral eingesetzt, so ergeben sih unter Beahtung, daÿIntegrale über symmetrishe Grenzen von einer geraden und einer ungeraden Funktion vershwin-den, Diagonal- und Nihtdiagonalanteile der Coulombwehselwirkung. Für den Diagonalteil folgtnah einer weiteren Taylorentwiklung, die berüksihtigt, daÿ die Abstände der Quantenpunkt-Elementarzellen zueinander gegenüber dem Abstand der Quantenpunkte selbst klein sind, folgenderauswertbarer Ausdruk:
V diag ijkl

mnop =
q2

8πǫ0

∑

12

|ξin(R1)|2 |ξjn(R2)|2 δko,jnδim,lp

{

1
∣
∣R−R′∣∣ +

R1 · R2
∣
∣R−R′∣∣3

− 3
(R−R′) · R1 (R −R′) ·R2)

∣
∣R−R′∣∣5

}

.

(A.3.20)Für den Nihtdiagonalterm, aus dem die Förster-Wehselwirkung folgt, gilt mit R12 = R1 −R2:
V nicht ijkl

diag mnop =
1

8πǫ0

∑

12

ξ∗im(R1)ξlp(R1)ξ
∗
jn(R2)ξko(R2)

{
1

|R12|3
[∫

d3ru∗im(r) d u∗im(r)

] [∫

d3r′u∗jn(r′) d′ u∗ko(r
′)

]

−

− 1

|R12|
5

[∫

d3ru∗im(r) R12 · d u∗im(r)

]

[∫

d3r′u∗jn(r′) R12 · d′ u∗ko(r
′)

]}

.

(A.3.21)
Die Nihtdiagonalität erfordert, daÿ nur jene Matrixelemente ungleih Null sind, für die i=l und
m 6= p sowie j=k und n 6= o gilt. Werden noh Terme Null gesetzt, die die Energieerhaltungverletzen, so ergibt sih:

He−e =V F
12 a

†
c1a

†
v2a

†
c2a

†
v1 + V F

21 a
†
v1a

†
c2a

†
v2a

†
c1

+V cv
12 a†c1a

†
v2a

†
v2a

†
c1 + V cv

21 a†v1a
†
c2a

†
c2a

†
v1

+V cc
21 a†c1a

†
c2a

†
c2a

†
c1 + V vv

21 a†v1a
†
v2a

†
v2a

†
v1.

(A.3.22)
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A AppendixA.4 Quantisierung von HpIn der Viel-Teilhen-Theorie hat es sih als sinnvoll erwiesen, in den Formalismus der zweiten Quan-tisierung überzugehen, d.h. das Shrödingershe Elektron- wie das Lihtfeld mittels Erzeuger- undVernihteroperatoren darzustellen. Für den Hamiltonoperator des Lihtfeldes in Coulombeihunggilt im Vakuum:
Hp =

1

2

∫ d3r
∑

i

ǫ0 [∂t Ai(r, t)]
2

+
1

µ0
[∇×A(r, t)]

2
i . (A.4.23)Formt man mittels des Gauÿshen Satzes und einer partiellen Integration sowie der Forderung,daÿ niht nur die Potentiale, sondern auh deren Ableitungen am Integrationsrand vershwinden,Gleihung A.4.23 um, so folgt (für Details, siehe Appendix A.5):

Hp =
1

2

∫ d3r
∑

i

ǫ0 [∂t Ai(r, t)]
2

+
∑

j

1

µ0
[∂jAi(r, t)]

2
. (A.4.24)Setzt man nun das Vektorpotential wie de�niert ein und verwendet folgende bezüglih der Polari-sation geltenden nützlihen Identitäten [Sh07℄, die aus der reinen Transversalität des betrahtetenelektromagnetishen Feldes (Beweis über die Maxwell-Gleihungen) folgen:

ekµ · k = 0 (A.4.25)
∑

µ

(ekµ)i · (ekµ)j = δij − kikj , (A.4.26)so kann Gleihung A.4.23 in die Form
Hp =

1

2

∑

kµ

~ωk

{

ckµc
†
kµ + c†kµckµ

} (A.4.27)gebraht werden. Mittels einer Nulladdition und unter Ausnutzung der Vertaushungsregel läÿtsih nun der Hamiltonoperator wie folgt darstellen:
Hp =

∑

kµ

~ωk

{

c†kµckµ +
1

2

}

. (A.4.28)A.5 Quantisierung von Hp: NebenrehnungKleine Nebenrehnung zur Quantisierung des Lihtfeldes im Vakuum. Umshreiben der Rotation:
∫ d3r

∑

i

(∇×A)
2
i =

∫ d3r




∑

i,i6=j

(∂iAj)
2 −∇ · Ã+A · ∇ (∇ · A)−

∑

j

Aj ∂j∂jAj



mit
Ã =





A2∂2A1 +A3∂3A1

A3∂3A2 +A1∂1A2

A2∂3A3 +A1∂1A3



 (A.5.29)Dieser Ausdruk läÿt sih auswerten mit der Coulomb-Eihung ∇ · A = 0 und
∫ d3r ∇ · Ã =

∮

∂V
A · df = 0 (A.5.30)
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A Appendixfalls die Ableitung des Vektorpotentials am Rand vershwindet sowie durh partielle Integrationund der Forderung, daÿ auh das Vektorpotential am Rand null wird:
−
∫ d3r




∑

j

Aj ∂j∂jAj



 =

∫ d3r




∑

j

(
∂jAj

)2



 (A.5.31)umformen in:
∫ d3r

∑

i

(∇×A)
2
i =

∫ d3r




∑

i,j

(∂iAj)
2



 .A.6 Quantisierung von He−p: Auswertung des IntegralsUm den Wehselwirkungs-Hamilton-Operator in einen reinen Transportteil (Intrabandanteil) undeinen Interbandanteil zerlegen zu können, wird eine Variablensubstitution r = r′ + R durhge-führt. Die neue Ortsvariable setzt sih aus einem Aufsatzpunkt innerhalb der Elementarzelle (R)und einer Variation um diesen zusammen (r′). Diese Variablensubstitution hat zum Vorteil, daÿnur noh über die Variation innerhalb der Elementarzelle integriert wird (R variiert niht). Zurweiteren Vereinfahung können daher die Einhüllenden-Näherungen (ξλ variiert nur vernahlässig-bar shwah innerhalb einer Elementarzelle) und die Orthonormierung der Blohfunktion (auf dieElementarzelle beshränkt) ausgenutzt werden.
He−p = −q

∑

λ,λ′

ξ∗λ(R)ξλ′ (R)

∫

d3r′ u∗kλ(r′) (r′ +R) · E(rn) ukλ′(r′)a†λ(t)aλ′ (t)

= −q
∑

λ,λ′

ξ∗λ(R)ξλ′ (R)R · E(rn)

∫

d3r′ u∗kλ(r′)ukλ′ (r′)
︸ ︷︷ ︸

δλλ′

a†λ(t)aλ′ (t)

+
∑

λ,λ′

ξ∗λ(R) ξλ′(R)E(rn) ·
∫

d3r′ u∗kλ(r′)(−qr′)ukλ′(r′)
︸ ︷︷ ︸

dλλ′

a†λ(t)aλ′(t)

= −q
∑

λ

|ξλ(R)|2R · E(rn) a†λ(t)aλ(t)

+
∑

λ,λ′

ξ∗λ(R)ξλ′ (R) dλλ′ ·E(rn) a†λ(t)aλ′ (t).
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A AppendixA.7 Zeitentwiklung des Bad-Operators: Berehnung derKommutatorenFür den hier vorliegenden Fall werden dissipative Moden angenommen, die über den Dipol-Operatormit dem elektronishen System koppeln. In Rotating-Wave-Approximation lautet HD (Referenzaus den Hamilton 1.Teil) mit
MR

k = Mvc
k e−i(ωR−ωk)t

MR∗
k = −M cv

k ei(ωR−ωk)t

MR
k′ = Mvc

k′ e−i(ωR−ωk)t′

MR∗
k′ = −M cv

k′ ei(ωR−ωk)t′und
HD =

∑

k

MR
k a†va

†
cc

†
k +MR∗

k a†ca
†
vc

†
k. (A.7.32)Diese Wehselwirkung wird in 2.6.61 eingesetzt und ausgewertet, indem die Kommutatoren ausge-rehnet werden und die Spur gebildet wird. Für den Einzelkommutator ergibt sih:TrR[ [HD(t), ρS(ti)⊗ ρR(ti)]

]

=

= TrR [[∑
k

MR
k a†va

†
cc

†
k , ρS(ti)⊗ ρR(ti)

]]

+ h.a.
=
∑

k

MR
k TrR [a†va†cc†kρS(ti)⊗ ρR(ti)− ρS(ti)⊗ ρR(ti)a

†
va

†
cc

†
k

]

+ h.a.
=
∑

k

MR
k a†va

†
c ρS(ti)⊗ TrR [c†kρR(ti)

]

− ρS(ti)⊗ a†va†cTrR [ρR(ti)c
†
k

]

+ h.a.
=
∑

k

MR
k 〈c†k〉

[
a†va

†
c , ρS(ti)

]
+ h.a. . (A.7.33)

Für den Doppelkommutator nah selbiger Rehnung und Anwendung der SpurTrR[ [HD(t), [HD(t′), ρS(t′)⊗ ρR(t′)]]

]

=

=
∑

k,k′

MR
k MR

k′ 〈c†kc
†
k′〉
{
a†va

†
ca

†
va

†
c ρS − 2 a†va

†
c ρS a†va

†
c + ρS a†va

†
ca

†
va

†
c

}

+
∑

k,k′

MR
k MR∗

k′ 〈c†kc
†
k′〉
{
a†va

†
ca

†
ca

†
v ρS − a†ca†v ρS a†va

†
c

}

+
∑

k,k′

MR
k MR∗

k′ 〈c†k′c
†
k〉
{
ρS a†ca

†
va

†
va

†
c − a†va†c ρS a†ca

†
v

}
.

(A.7.34)
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A AppendixA.8 Dihteoperator des Bads ρR: Dissipative ModenDie spontane Emission ist ungerihtet und erzeugt ein thermishes Lihtfeld, das der Bose-Einstein-Statistik gehorht und durh folgenden Operator dargestellt wird:
ρR =

∏

k

[

1− exp

(

− ~ωk

kBT

)]

exp

(

−~ωk c
†
kc

†

kBT

)

. (A.8.35)Die Erwartungswerte können berehnet werden:
〈c†kc

†
k′〉 = δkk′ nk (A.8.36)

〈c†k′c
†
k〉 = δkk′ (nk + 1) (A.8.37)

〈c†kc
†
k′〉 = 〈c†kc

†
k′ 〉 = 0 (A.8.38)

〈c†k〉 = 〈c†k〉 = 0 (A.8.39)mit
nk =

δkk′exp( ~ωk

kBT )− 1
. (A.8.40)A.9 Liht-Kopplungs-Element: Einsteinkoe�zientAls erstes muÿ die Summe in ein Integral überführt werden, mit der bekannten Ersetzung für zweiPolarisationsrihtungen

∑

k

=
∑

k

(∆k)3

(∆k)3
→ 1

(∆k)3

∫

d3k = 2
V

8π3

∫

d3k,wobei ∆k = 2π
L die Moden-Dihte darstellt (Hierfür wurden periodishe Randbedingungen ange-nommen). Das Integral kann in Kugelkoordinaten geshrieben werden:

V

4π3

∫

d3k =
V

4π3

∫ ∞

0

dk k2

∫ π

0

dΘ sinΘ

∫ 2π

0

dφ .Das Liht-Kopplungs-Element lautet ausgeshrieben:
Mvc

kµ = i

√

~ωk

2ǫ0V
Xvc ǫkµ · dvc e

−k·r0n . (A.9.41)Das Skalarprodukt zwishen den Polarisationsvektor und dem Dipolmoment wird geometrish aus-gewertet
ǫkµ · dvc =

∣
∣ǫkµ

∣
∣ |dvc| cos θ. (A.9.42)Eingesetzt in 2.6.63, das Integral über φ und die Deltafunktion bezüglih k ausgewertet sowie dasKoordinatensystem so gelegt, daÿ Θ in den Kugelkoordinaten den Winkel zwishen Polarisations-vektor und Dipolmoment beshreibt:

∂tρS(t) = − 1

4πǫ0

∣
∣ǫkµ

∣
∣
2 |dvc|2 |Xvc|2 ω3

0

~c3

∫ π

0

dΘ sinΘ cos2 Θ

[

nk0

{
a†va

†
ca

†
ca

†
v ρS − a†ca†v ρS a†va

†
c

}
+ (nk0 + 1)

{
ρS a†ca

†
va

†
va

†
c − a†va†c ρS a†ca

†
v

}
]

. viii



A AppendixDas Integral über Θ ergibt mit der Variablensubstitution x = cosΘ

∫ π

0

dΘ sinΘ cos2 Θ =

∫ 1

−1

dx x2 =
2

3
,und somit

∂tρS(t) = −Γ

2

[

nk0

{
a†va

†
ca

†
ca

†
v ρS − a†ca†v ρS a†va

†
c

}

+ (nk0 + 1)
{
ρS a†ca

†
va

†
va

†
c − a†va†c ρS a†ca

†
v

}
]

+ h.a.,wobei der Einsteinkoe�zient der spontanen Emission: Γ =
4 |ǫkµ|2|dvc|2|Xvc|2ω3

0

4πǫ0ǫm 3~c3 lautet.A.10 Radiative Dämpfung zweier gekoppelter QuantenpunkteDie Rehnung erfolgt analog zu dem Vorgehen bei einem isolierten Quantenpunkt. Einzig dieentsprehenden Werte für die Dämpfungen müssen angepaÿt werden, da es zwei Dipolmomente imSystem gibt. Folgende Dämpfungen ergeben sih:
∂t〈G†G〉 = 2 Γ11 〈B1†

1 B
1†
1 〉+ 2 Γ22 〈B1†

2 B
1†
2 〉 (A.10.43)

∂t〈B1†
1 B

1†
1 〉 = −2 Γ11 〈B1†

1 B
1†
1 〉+ 2 Γ11,2 〈P 2†P 2†〉 (A.10.44)

∂t〈B1†
2 B

1†
2 〉 = −2 Γ22 〈B1†

2 B
1†
2 〉+ 2 Γ22,2 〈P 2†P 2†〉 (A.10.45)

∂t〈P 2†P 2†〉 = −2 Γ11,2 〈P 2†P 2†〉 − 2 Γ22,2 〈P 2†P 2†〉 (A.10.46)
∂t〈G†B1†

1 〉 = −Γ11 〈G†B1†
1 〉 (A.10.47)

∂t〈G†B1†
2 〉 = −Γ22 〈G†B1†

2 〉 (A.10.48)
∂t〈B1†

1 P
2〉 = − [Γ11 + Γ11,2 + Γ22,2] 〈B1†

1 P
2〉 (A.10.49)

∂t〈B1†
2 P

2〉 = − [Γ22 + Γ11,2 + Γ22,2] 〈B1†
2 P

2〉 (A.10.50)
∂t〈G†P 2〉 = − [Γ11,2 + Γ22,2] 〈G†P 2〉 (A.10.51)

∂t〈B1†
1 B

1†
2 〉 = − [Γ11 + Γ22] 〈B1†

1 B
1†
2 〉 (A.10.52)mit den Dämpfungen, die sih aus den jeweiligen Produkten der Lihtkopplungs-Elemente auserrehnen. Hier noh als Integral geshrieben:

Γmm′

2
=

1

~2

∫ t

−∞
dt′∑

k

Mkm M∗
km′ e−i(ωR−ωk)(t′−t) (A.10.53)

Γmm′,2

2
=

1

~2

∫ t

−∞
dt′∑

k

Mkm,2 M
∗
km′,2 e

−i(ωR−ωk)(t′−t) (A.10.54)(A.10.55)mit
Mkm =

∑

n

Mvc
kn dm∗

n (A.10.56)
Mkm,2 =

∑

i,n6=i

Mvc
kn dm

i . (A.10.57)
ix



A AppendixA.11 Thermisher Lihtpuls: RehnungUnter Verwendung von
E(x, t) = i

∫ ∞

0

dk √ c~k

πǫ0A
enµ

{

c(k) e−ik(ct−x) − c†(k) eik(ct−x)
} (A.11.58)ergibt sih für die i-te Komponente mit vershiedenen k-Werten und für zwei Zeiten22 folgendeProportionalität:

〈Ei(x, t1)Ei(x, t2)〉 =
c~

πǫ0A

∫ ∞

0

dk1

∫ ∞

0

dk2

√

k1 k2 eie
′
i













− 〈c(k1)c(k2)〉 e−ik1(ct1−x)−ik2(ct2−x)

+
〈
c†(k1)c(k2)

〉
eik1(ct1−x)−ik2(ct2−x)

+
〈
c†(k2)c(k1)

〉
eik2(ct2−x)−ik1(ct1−x)

−
〈
c†(k1)c

†(k2)
〉
eik1(ct1−x)+ik2(ct2−x)













.Mit 3.2.61 folgt hieraus:
〈Ei(x, t1)Ei(x, t2)〉 =

c~

πǫ0A

∫ ∞

0

dk1

∫ ∞

0

dk2

√

k1 k2 eie
′
i





〈
c†(k1)c(k2)

〉
eik1(ct1−x)−ik2(ct2−x)

+
〈
c†(k2)c(k1)

〉
eik2(ct2−x)−ik1(ct1−x)



 .

(A.11.59)Die Werte für die jeweilige Polarisationen ei und e′i sind Zahlen und werden im folgenden 1 gesetzt,da die Polarisation vorerst niht als gesonderter Parameter beahtet wird. Um eine Formulierungfür den Erwartungswert 〈c†(k1)c(k2)
〉 zu bekommen, müssen nun zwei Fourier-Transformationenvom Zeit- in den Frequenzraum durhgeführt werden (für beide Zeiten). Unter Verwendung von

∫ ∞

−∞
dt1 eic(k1−k)t1 =

2π

c
δ(k1 − k) (A.11.60)

∫ ∞

−∞
dt1 eic(k1+k)t1 = 0 (A.11.61)können beide k-Integrale gelöst und folgender Ausdruk für den Erwartungswert gefunden werden:

〈
c†(k)c(k′)

〉
=
cǫ0Aei(k−k′)x

4π~
√
k k′

∫ ∞

−∞
dt1 ∫ ∞

−∞
dt2 〈Ei(x, t1)Ei(x, t2)〉 e−iωt1+iω′t2 . (A.11.62)Nun kann eine Quelle für den Erwartungswert der zeitabhängigen Intensität gewählt werden. DasSystem soll durh einen Gauÿpuls angeregt werden, der von zwei Zeiten abhängt und für identisheZeiten ein Gauÿpuls bleibt. Die Intensität bekommt mit t0 = x

c die Form:
〈Ei(x, t1)Ei(x, t2)〉 =

√
2πN

τ
e−

(t1−t0)2

2τ2 cos
[
ck̄(t1 − t0)

]

︸ ︷︷ ︸

f(t1)

e−
(t2−t0)2

2τ2 cos
[
ck̄(t2 − t0)

]

︸ ︷︷ ︸

f(t2)

.22Zwei Zeiten müssen eingeführt werden, um die zwei K-Werte begründen zu können, also eine Fourier-Transformation, die noh folgt, zu ermöglihen. x



A AppendixDie Intensität faktorisiert in zwei Funktionen, die jeweils von vershiedenen Zeiten abhängen,als Shwerpunktsfrequenz ist ω̄ = ck̄ gewählt. Eingesetzt in A.11.62 müssen nun zwei Fourier-Transformationen durhgeführt werden.Beispielrehnung für t1. Der Kosinus wird in Exponentialfunktionen ausgedrükt:
cos
[
ck̄(t1 − t0)

]
=

1

2

{

eick̄(t1−t0) + e−ick̄(t1−t0)
} (A.11.63)und eine Nulladdition durhgeführt (statt einer Variablensubstitution), um die Rehnung zu ver-einfahen:

e−iωt1 = e−ik(ct1−x+x) = e−ikx e−ick(t1−t0). (A.11.64)Es folgt:
∫ ∞

−∞
dt1 f(t1) e

−iωt1 =
1

2
e−ikx

∫ ∞

−∞
dt1 e− (t1−t0)2

2τ2

{

eick̄(t1−t0) + e−ick̄(t1−t0)
}

e−ick(t1−t0).Die Exponenten werden zusammengefaÿt und eine quadratishe Ergänzung durhgeführt:
(t1 − t0)2 + 2(t1 − t0)iτ2c(k ± k̄) + [iτ2c(k ± k̄)]2 − [iτ2c(k ± k̄)]2

=
[
(t1 − t0) + iτ2c(k ± k̄)

]2
+ τ4c2(k ± k̄)2.Es ergibt sih also ein von t1 unabhängiger Term. Mit

∫ ∞

−∞
dt1e− 1

2τ2 [(t1−t0)+iτ2c(k±k̄)]2 =
√

2π τ (A.11.65)folgt aus der Funktionentheorie:
∫ ∞

−∞
dt1 f(t1) e

−iωt1 =

√
π

2
τ e−ikx

{

e−
1
2 τ2c2(k−k̄)2 + e−

1
2 τ2c2(k+k̄)2

}

. (A.11.66)Dies für t2 ausgeführt und in A.11.62 eingesetzt mit
f(k) =

√√
2πN

τ

√

2ǫ0A
~ck

τc

4

{

e−
1
2 τ2c2(k−k̄)2 + e−

1
2 τ2c2(k+k̄)2

} (A.11.67)lautet der Erwartungswert der Lihtoperatoren:
〈
c†(k)c(k′)

〉
= f(k) f(k′) (A.11.68)Als Einheit ergibt sih (zur Überprüfung) mit

[ǫ0] =
As

V m
(A.11.69)

[~] = V As2. (A.11.70)unter Berüksihtigung der Quantisierungsvolumina der Lihtoperatoren für den Erwartungswertder Lihtoperatoren: Frequenz durh Intensität.
xi



A AppendixA.12 Korrelierte Bewegungsgleihungen: 1 QuantenpunktKohärente Anregung
∂t 〈a†va†cc†k〉cR = (iωR − iω1 − Γ) 〈a†va†cc†k〉cR − i M̄R

k

(
〈a†va†c〉cR

)2

− i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†k′〉

{

〈a†ca†cc†k〉cR − 〈a†va†vc
†
k〉cR
}

− i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†kc

†
k′〉cR

{
〈a†ca†c〉cR − 〈a†va†v〉cR

}

(A.12.71)
∂t 〈a†va†vc†k〉cR = −2 Γ 〈a†va†vc†k〉cR + i M̄R

k 〈a†ca†c〉cR 〈a†va†c〉cR
− i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†k′ 〉 〈a†ca†vc†k〉cR

+ i
∑

k′

M̄R
k′ 〈c†k′ 〉〈a†va†cc†k〉cR

+ i
∑

k′

M̄R
k′ 〈c†k′c

†
k〉cR 〈a†va†c〉cR

− i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†k′c

†
k〉cR 〈a†ca†v〉cR

(A.12.72)
∂t 〈a†ca†cc†k〉cR = −2 Γ 〈a†ca†cc†k〉cR − i M̄R

k 〈a†ca†c〉cR 〈a†va†c〉cR
+ i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†k′〉 〈a†ca†vc†k〉cR

− i
∑

k′

M̄R
k′ 〈a†va†cc†k〉cR

− i
∑

k′

M̄R
k′ 〈c†k′c

†
k〉cR 〈a†va†c〉cR

+ i
∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†k′c

†
k〉cR 〈a†ca†v〉cR

(A.12.73)
∂t 〈c†kc

†
k′〉cR = iM̄R

k′ 〈a†va†cc†k〉cR + iM̄R
k 〈a†va†cc†k′〉cR (A.12.74)

∂t 〈c†kck′〉cR = iM̄R
k′ 〈a†va†cc†k〉cR − iM̄R∗

k 〈a†ca†vc†k′〉cR (A.12.75)Abshlieÿend noh der Vollständigkeit halber die Erwartungswerte des anregenden, kohärentenFeldes, aus denen der Lihtpuls konstruiert werden wird:
∂t 〈c†k′〉R = i M̄R

k′ 〈a†va†c〉cR (A.12.76)
∂t 〈c†k′〉R = −i M̄R∗

k′ 〈a†ca†v〉cR (A.12.77)A.13 Blohgleihungen: Analytishe LösungFür eine niht stationäre Anregung variiert der Puls zeitlih und die Oszillationsgleihungen shrei-ben sih wie folgt mit Ω(t) = M̃vc
k′ 〈c†k〉:

∂t〈a†cac〉R = −i Ω(t)
[
〈a†va†c〉 − 〈a†va†c〉∗

] (A.13.78)
∂t〈a†va†c〉R = −i Ω(t){2 〈a†ca†c〉 − 1} (A.13.79)xii



A AppendixDe�niere neue Gröÿen:
a(t) = 2 〈a†ca†c〉 − 1 (A.13.80)
b(t) = i

[
〈a†va†c〉 − 〈a†va†c〉∗

] (A.13.81)Über die Zeitableitung shreibt sih das Gleihungssystem 1. Ordnung mit Ω̃(t) = 2Ω(t) wie folgt:
ȧ(t) = −Ω̃(t) b(t) (A.13.82)
ḃ(t) = Ω̃(t) a(t) (A.13.83)Im nähsten Shritt nutzt man die Eigenshaft des Gauÿpulses aus, über eine Puls�ähe
Θ(t) =

∫ t

−∞
Ω̃(t′)dt′ (A.13.84)

dΘ(t)

dt
= Ω̃(t) (A.13.85)mit Θ(−∞) = 0, de�niert zu sein. Eine Koordinationtransformation mit berüksihtigter Ketten-regel führt dann auf:

ȧ(t) =
da(Θ)

dt
=
∂ a

∂Θ

dΘ

dt
= a′ Θ̇ (A.13.86)

ḃ(t) =
db(Θ)

dt
=

∂b

∂Θ

dΘ

dt
= b′ Θ̇ (A.13.87)und damit:

a′(Θ) = −b(Θ) (A.13.88)
b′(Θ) = a(Θ) (A.13.89)Als Lösung ergibt sih mit den ausgewerteten Anfangsbedingungen (Grundzustand) 〈a†ca†c〉 = 0→

a(Θ(−∞)) = −1 und 〈a†va†c〉 = 0→ b(Θ(−∞)) = 0 und der allgemeinen Lösung a(Θ) = A sin(Θ)+
B cos(Θ):

a(Θ) = − cos(Θ)→ 〈a†ca†c〉 =
1

2
(1− cos(Θ)) = sin2(

Θ

2
) (A.13.90)

b(Θ) = sin(Θ)→ Im 〈a†va†c〉 = 1

2
sin(Θ)→ 〈a†va†c〉 =

i

2
sin(Θ) (A.13.91)A.14 Thermisher Lihtpuls: k-Summen-AuswertungNebenrehnung zur Auswertung der inkohärenten Photonendihte:

∑

k′

M̄R∗
k′ 〈c†kc

†
k′ 〉cR = f(k)

∑

k′

M̄R∗
k′ f(k′)

= f(k)
∑

k′

M̄∗
√

~ck′

2ǫ0AL
eiωRt−ik′(ct−r0n) f(k′)

= f(k)
M̄∗

4
eiωRt

∫ ∞

0

dk′ √4~ck′

πǫ0A
e−ik′(ct−r0n) f(k′)

= f(k)
M̄∗

4
eiωRt Ω(t) (A.14.92)
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A Appendixmit ~ M̄ = iXvc ǫµ · dvc und
Ω(t) =

√√
2πN

τ
cos [ω̄(t− t0)] e−

(t−t0)2

2τ2 (A.14.93)A.15 Liht-Materie-Wehselwirkung: Lokale BasisFür die Liht-Materie-Wehselwirkung gilt für die Grundzustandsoperator G:
He−ptG =

∑

kn

M cv
kn

(
P 1

n

)†
G
{

c†k − c†k

} (A.15.94)
GHe−pt =

∑

kn

Mvc
kn G† P 1

n

{

ck − c†k
} (A.15.95)für den Polarisationsoperator P 1

i :
He−ptP

1
i =

∑

kn

M cv
kn

(
P 1

n

)†
P 1

i

{

c†k − c
†
k

} (A.15.96)
P 1

i He−pt =
∑

k,n 6=i

(
Mvc

kn G†P 2 +M cv
ki G

†G
){

ck − c†k
} (A.15.97)für den Doppel-Polarisationsoperator P 2:

He−ptP
2 =

∑

kn

M cv
kn

(
P 1

n

)†
P 2
{

c†k − c
†
k

} (A.15.98)
P 2He−pt =

∑

k,i,n 6=i

M cv
kn G†P 1

i

{

ck − c†k
} (A.15.99)A.16 Diagonalisierung der 2x2-MatrixZur Diagonalisierung bleibt nur der Teil des Hamilton-Operators, der von den Polarisationen ab-hängt:

Hpp =

(
ǫ1 VF

VF ǫ2

)Die Eigenwerte ergeben sih aus der Berehnung der Determinante:
(ǫ1 − E1)(ǫ2 − E1) = (ǫ1 − E1

2)(ǫ2 − E1
2 ) = V 2

F (A.16.100)Die quadratishe Gleihung kann durh quadratishe Ergänzung gelöst werden:
E1

1 =
ǫ1 + ǫ2

2
+

√

(ǫ1 − ǫ2)2
4

+ V 2
F (A.16.101)

E1
2 =

ǫ1 + ǫ2
2

−
√

(ǫ1 − ǫ2)2
4

+ V 2
F (A.16.102)Für das Energie-Splitting ergibt sih:

∆E = E1
1 − E1

2 =
√

(ǫ1 − ǫ2)2 + 4 V 2
F (A.16.103)
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)A.17 Bewegungsgleihungen für zwei gekoppelteQuantenpunkteExzitonübergang von Quantenpunkt n zu m:
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(A.17.106)Photon-Dubletts (werden eigentlih niht gebrauht, wegen Vernahlässigung des rükwirkendenFeldes, der Vollständigkeit halber dennoh angegeben):
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] (A.17.108)Photondihte assistierte Exzitondihte oder -übergang von Quantenpunkt n zu m:
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A AppendixPhotondihte assistierte 2er-Exzitondihte:
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(A.17.111)Photondihte getriebene Photon-assistierte Polarisation (1)
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(A.17.113)A.18 MaterialparameterAus [Ahn06℄ und [DAFK06℄ für :Parameter Zeihen Wert EinheitBandlükenenergie Quantenpunkt 1 ~ω1 1.0 eVBandlükenenergie Quantenpunkt 2 ~ω2 1.1 eVDielektrishe Konstante ǫm 12.5Radiative Dephasierung Γ 1/500 ps−1Förster-Wehselwirkung VF 1 meVBiexziton-Shift Vcc 1 meVMono-Exziton-Shift Vcv 0.5 meVTabelle A.1: Materialparameter für die Numerik
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A Appendix

Physikalishe Konstante Wert Einheit
~ 0.6582 eVfs
kB 0.08617 meV/K 299.79 nm/fs
ǫ0 0.05526 (El.Ladung)2/eVnmTabelle A.2: Physikalishe Konstanten
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